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AVIS DU LIBRAIRE. 

Les motifs qui ont déterminé le plan de ces Élémens 
d'jilgèbrep sont exposés dans les Essais sur r£iiséi- 
gnement en général et sur celui des Mathématiques 
en particulier , publiés par P Auteur , et comprenant 
V analyse de toutes les parties de son Cours , ainsi que 
l'indication de la marche qu'il a suivie dans seslegons. 
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rences des racines, ?.o3i 

— '■ soit en muliipUant les racines par des ponibres plus pu 

moins ^ands^ 3(;>7 

Usage de la division des racines pour faciliter la rcsolutiop d!nne 
équationâoiul«sooei&ciens sont de- grands nombfeS) . 3o8 

MéUiode •d^QppMwatioo due à L^grai^ge, ^ . Hiiét. 

Des proportions et des progressions , 3i2 

PrincTpakr)[irô|ii<idfeés^ ■ iV'qnidififéroûCe , ^txk Ja priipovtion , 3 1 3 

pbangemens qu^on peut faire subir aux, prqpoitions , 3 14 

De la progression par di&VrenceSj 320 

Terme génëtal, tbiJ. 

(Somme, 822 

Delà progrettionptT-qnotiens, vkid. 

Terme général, 32^. 

H^^ime t - - 32| 
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t)ef progrciftioni par quo liens , dont la somme a une limite d<î- 

tei^minée , ihui. 

Manière de déduire tous les termes d'une progression par quotlens 

de Pexpression de sa somme , 3a5 

Division de m par m — i , continuée à Tinfîni , ibiJ, 

Dans quels cas leqootiéiitde cette opération est convergeniy etpeul 

■MA 

être pris pour la valeur approchée de la fraction , 3^7 

Ce que que c'est que des séries divergentes , 33x 

Théorie des quantités exponentielles et des loga-^ 
rithmes , . 33i 

De la liaison qu*ont cntr'elles . les différentes manières de cal- 
culer, 33a 
Conséquences remarquables qui résultent de la génération dea 
nombres par le moyen de» puissances d'im seul , 333 
Ce que c'est qu'un logarithme ^ une ^a#e de logarithmes , 335 
Manière de calculer des tables de logarithmes, 336 
rîote contenant la méthode proposée par Long^ et la table des puis- 
sances décimales de lo , 33^ 
Ce que c'est que la caractéristique des logarithmes , 339 
Des logarithmes des {ractions , 34î 
Des complémens arithmétiques^ , 34l 
Manière de passer d'un système de logarithmes à un antre , 345 
Ce que c'est que le logarithme de zéro, 346 
Application des logarithmes à l'évaluation numérique des formule» 
algébriques , ibid. 
Application des logarithmes à la règle de trois , 347 
Les logarithmes des nombres en progression par quotiens , sont en 
progression par différences, ihid» 
Application des logaritjbmes è la résolution des équations oh l'in- 
connue entre comme exposant y 34S 

Questions relatives à l'intérêt dé ¥ argent , 349 

De l'intérêt simple , 35o 

De l'intérêt composé» ibid» 

Des annuités , 355 
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Alphabet pour faciliter la lecture des calculs où Von 
fait usage des lettres grecques. 

A A •«• Alpba. 

B&C Bêta. 

Tyfr Gamma. 

A<r Delta. 

£ Epsilon. 

ZÇ Zêta. 

H» Éta. 

eflj Thêtt; 

'" Il ••.... Iota. 

Kjc Cappa. 

/i^...^ LambcUu: 

M /x Mu. 

Nf..... Nu; 

Eg.... Xi. 

0#.. Omicron. "^ 

n-sror.... Pi. 

^ Ppf :.. Rho. 

:§ f ^ Sigma. 

Tt7 Tau. 

T V Upsilon J 

*9 Phi. 

Xx Chi. 

•♦'4 Psi. 

Û»..*^. Oméga. 



ÉiJiMBNS 



ÉLÉMENS 

D'ALGÈBRE. 



Notions préliminaires sur le passage de 
/'Arithmétique àr /'Algèbre, 
explication et usage des signes algébri* 
ques. ^ 

i . \J^ a dû remarquer dans le Traité élémentaire ffj4^ 
rithmètique , plusieurs questions dont la solution se 
compose de deux parties : Tune ayant pour but de 
chercher auxquelles des quatre opérations fondamen* 
taies , se rapporte la détermination du nombre inconnu 
par le moyen des nombres donnés ; et Vautre l'appli- 
cation de ces règles. La première partie , indépen- 
dante de toute manière d'écrire les nombres ou de tout 
système de numération , repose entièrement sur le dé- 
Tcloppement des conséquences qui résultent explicite- 
ment ou implicitement de l'énoncé , ou de la manière 
dont cet énoncé lie les nombres donnés aux nombres 
inconnus , c'est - à - dire , des relations qu'il établit 
entre ces nombres. En général on peut , si ces rela- 
tions ne sont pas compliquées, trouver par le simple 
raisonnement , la valeur des nombres inconnus. Il 
faut pour cela décomposer les conditions que ren- 
Eléra. d'Algèbre. 7* édition. A 
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ferment les relations énoncées , en traduisait ce« 
relations dans une suite de phrases équivalentes , 
dont la dernière doit être conçue en ces termes : 
L'inconnue égale la somme , ou la différence y ou /• 
produit, ou le quotient de telles et telles grandeurs'^ 
L'exemple suivant éclaircira ce que ces notions générales 
pourraient renfermer d'obscur. 

Partager un nombre donné en deux parties telles, qu0 
la première surpasse la seconde d'un excès donné. 

Pour y parvenir, on observera, i*. que 

La plus grande partie est égale à la plus petite , 
plus t excès donné, 

et que par conséquent, si la plus petite partie était con- 
nue ^ en lui ajoutant cet excès , on aurait la plus grande : 
a**, que 

La plus grande partie ajoutée avec la plus petite 
partie , forme le nombre à partager. 

Substituant dans cette dernière phrase ^ à ces mots : la 
plus grande partie, l'expression équivalente rapportée 
plus haut , savoir : la plus petite partie y phis l excès 
donné y on trouve que 

La pbis petite partie , plus l'excès donné , plus encom 
la plus petite partie , forment le nombre à partager. 

Mais alors la phrase peut être abrégée^ en l'énonçant 
ainsi : 

Deux fois la plus petite partie, ajoutées avec l'excèi 
donné , forment le nombre à partager / 
et on en conclut nécessairement que 

Deux fois la plus petite partie sont égales au nombre à 
partager, diminué de l'excès donné : 

donc 

Une fois la plus petite partie est égale à la moitié de h 
différence entre le nombre à partager et l'excès donné. 
Ou, ce qui est la même chose, 
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lua plus petite partie est égale à la moitié du nombre d 
partager^ moins la moitié de l'excès donné, * 

Voilà donc la question proposée résolue, puisque pour 
obtenir les parties cherchées, il suffit de faire des opéra- 
tions purement arithmétiques sur des nombres connus. 

Si , par exemple , le nombre à partager était 9 , et 
l'excès de la plus grande partie sur la plus petite, 5 , la 
plus petite partie serait, d'après la règle ci-dessus, égale 
à I moins | , ouà | , ou en&n à 2 ; et la plus grande , com- 
posée de la plus petite plus l'excès 5 , serait égale à 7. 

SL. Les raisonnemens , fort simples dans le problème 
proposé ci-dessus , mais trèsHX>mpliqués dans d'autres ^ 
se composant ,* en général, d'un certain nombre d'ex- 
pressions , telles que ajouté à , diminué de y est égal à , 
etc. répétées fréquemment , et qui tiennent aux opéra- 
tions par lesquelles les grandeurs qui entrent dans l'é- 
noncé de la question, sont liées entre elles ^ il est 
yisible qu'on abrégerait beaucoup en représentant cha--> 
cune de ces expressions par un signe ; et c'est aussi ce 
qu'on fait, comme il suit: 

Pour indiquer l'addition , on se sert du signe -j- , qui 
signifie plus. 

Pour la soustraction, on se sert du signe — , qui 
signifie moins. 

Pour la multiplication , on se sert du signe X > qnî 
signifie multiplié par. 

Pour écrire que deux quantités doivent être divisées 

l'une par l'autre , on place la seconde sous la première^ 

5 . 
et on les sépare par un trait : - signifie 5 divisé par 4- 

4 
Enfin pour marquer que deux quantités sont égales , on 

met entre leurs expressions Is signe = , qui signifie ^ga/e* 

Ces abréviations, quoique déjà très-considérables , ne 

suSisent pas encore, car on est obligé de répéter souvent 

A a 
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le nombre a partager , le nombre donné, etc. la plus petite 
partie, le nombre cherché , etc. ce qui alonge beaucoup*. 
A l'égard des données^ l'expédient qui s'est offert lo 
premier , a été de prendre , pour les représenter ^ 
des nombres déterminés qui servent d'exemple, comme 
on en use en arithmétique ; mais la chose n'étant pas pos- 
sible à l'égard des nombres inconnus, on y a substitué 
un signe de convention , qui a varié avec le temps. 
On s'est enfin accordé à employer les lettres de l'alpha- 
fcet ; presque toujours on se sort des dernières ^ 
comme en arithmétique on met une x pour le quatrième 
terme d'une proportion dont on ne connaît que les troia 
premiers ; et c'est de l'usage de ces divers signes qu'est 
résulté Y Algèbre. 

Je vais par leur moyen , reprendre la question du 
n** 1 , et je représenterai l'inconnue ou le plus petit 
nombre par une lettre, x, par exemple , le nombre 
â partager et l'excès donné , par les deux nombre» 
9 et 5 ; la plus grande des parties cherchées sera 
exprimée par x + 5, et leur somme parx-j-5+x î, 
on aura donc 

mais en écrivant â x pour le double de la quantité x , il 

en résultera 

ax + 5 = 9. 

Cette expression montrant qu'il faut ajouter 5 au nombra 
ax pour former g, j'en conclurai que 2x=9 —5^, 

ou que ax = 4 ^t qu'enfin x = -=2. 

Enrapprochant maintenant ce que signifientlesphraseï 
abrégées que je viens d'écrire au moyen des signef 
convenus, de celles qui m'ont conduit à la solution 
par le raisonnement seul , on verra que les unes ne sont 
que la traduction des autres. 

Le nombre a , résultat des opérations précédente»^ 



^e convient qu'à l'exemple particulier que)*ai choisi, 
tandis que le raisonnement seul , e|i apprenant qu« 
la plus petite partie est égale à la moitié du nombre 
à partager , moins la moitié de V excès donné, fait voir 
comment le nombre inconnu se compose avec les nom- 
bres donnés ^ et fournit une règle , à l'aide de laquelle 
on peut résoudre tous les cas particuliers compris dam 
la question. 

Cet a;f antage du raisonnement employé seul , tient à 
ee qu'en ne désignant aucim nombre en particulier , les 
nombres donnés passent sans altération d'une phrase i 
l'autre , tandis qu'en considérant des nombres détermi- 
nés , on effectue à mesure toutes les opérations qui sa 
présentent sur ces nombres ; et quand on est par-^ 
venu au résultat , rien ne retrace comment le nombre 
a , auquel on peut arriver par une infinité d'opérationf 
différentes , a été formé par les nombres donnés 9 et 5. 

3. On évitera ces inconvéniens en représentant , par 
des caractères indépendans de toute valeur particulière , 
et sur lesquels on ne puisse par conséquent effectuer au» 
cun calcul , le nombre à partager et V excès donné. Les 
lettres de l'alphabet sont très-propres à cet usage; et la 
question proposée peut , par leur moyen , s'énoncer ainsi : 

Partager un nombre connu, représenté par 9k, en deux 
parties telles , que la plus grande ait sur la plus petite un 
excès donné, représenté par b. 

Désignant toujours la plus petite par ar, 

La plus grande sera exprimée par x -f- ft ; 

Leur somme, ouïe nombre à partager, sera équiya^ 
lent kx -f-x -f-^> ouà2 x-^b. 

La première condition de la question donnera donc 

2 .r + i = a. 

Maintenant il est visible que s'il faut ajouter au double 
de or ou à a.x , la quantité &, pour faire la quantité a ; il 

A 3 
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en résulte qu'il faut diminuer a de 6 pour obtenir 2 x, et 
que par conséquent a x= a «^ 6. 

a b 

On conclura de là que la moitié deaa:oux = . 
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Ce dernier résultat étant traduit en langage ordinaire , 

par la substitution des mots et des phrases que désignent 

les lettres et les signes qu'il renferme, donne la règle 

trouvée ci-dessus , d'après laquelle, pour obtenir la plus 

petite des parties cherchées , on doit , de la moitié du 

"a 
7iombre à partager, ou de - , retrancher la moitié de 

l'excès donné, ou -. 

â 

Connaissant la plus petite partie , on aura la plus 
grande en ajoutant à la plus petite l'excès donné. Cette 
remarque est suffisante pour achever de résoudre la 
question proposée ; mais l'Algèbre donne plus, elle four- 
nit une règle pour calculer la plus grande partie sans le 

secours de la plus petite , et voici comment : 

étant la valeur de celle^i , en l'augmentant de l'excès b , 

on aura pour la plus grande partie, 1- 6 ; or, 

yb exprime qu'après avoir retranché de - la moi- 
tié de b y il faut ajouter au reste b tout entier , ou deux 
moitiés de J , ce qui se réduit à augmenter - d'une moi- 

h n h 

tié de b ou de -. Il est évident par là que {- i re* 

vient à - 4- - ; et en traduisant cette expression , on ap- 
2 a 

prend que la. plus grande des deux parties cherchées 



est égale à la moitié du nombre à partager plus la 
moitié de l'excès donné. 

Dans la question particulière dont je me suis occupé 
en premier lieu , le nombre à partager était g , Texcès 
d'une partie sur l'autre , 5 ; pour la résoudre par les 
règles aiixquelles je viens de parvenir , il faudra 
effectuer sur les nombres g et 5 les opérations indiquées 
sur a et suri. * 

q 5 

La moitiéde g étant- , et celle de 5 étant - , en aura 

pour la plus petite partie , 

â a â ' 
pour la plus grande , 

9 I 5 i4 

3 fl 3 ' 

4' J*ai désigné ci-dessus par x la plus petite des deux 
parties , et j'en ai déduit la plus grande ; si l'on vou- 
lait chercher immédiatement cette dernière, on obser- 
verait qu'en la représentant par a: , l'autre serait a:— i, 
puisqu'on passe dé la plus grande à la plus petite , en re- 
tranchant l'excès de la première sur la seconde. Le 
nombre à partager serait alors exprimé par x -{- x — b 
ou par Qx — by et on aurait par conséquent 

Qx — è n= a. 
Ce résultat fait voir que qx surpasse la quantité a de la 
quantité b, et que par conséquent 2x t= a 4 i- En pre- 
nant la moitié de qx et de la quantité qui lui est égale, 
pour avoir la valeur dex, on tire de là 

a . b 

ce qui donne, pour calculer la plus grande des deux 
parties cherchées , la même règle que ci -dnisus. J«: 

A ,i 
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ne m'arrêterai pas à en déduire Texpression de la plu|^ 
petite. 

La même relation entre des nombres donnés et incon- 
nus, peut être énoncée de plusieurs manières très-difFé- 
rentes ; celle qui a conduit à la question précédente , est 
aussi celle qui résulte de l'énoncé que voici : ^ 

Connaissant la somme a de deux nombres, et leur dif" 
férence b , trouver chacun de ces nombres ; puisqu'en 
d'autres termes le nombre à partagei: est la somme 
des deux parties cherchées , et que leur différence est 
Texcès de la plus grande sur la plus petite. Ce chan- 
gement dans les termes de l'énoncé étant appliqué aux 
règles trouvées ci-dessus, elles donnent : 

IjB plus petit des deux nombres cherchés est égal à la 
moitié de la somme moins la moitié de la différence. 

Le plus grand est égal à la moitié de la somme plus la 
moitié de la différence. 

5. Voici une question analogue à la précédente , maîi 
un peu plus compliquée : , 

Partager un nombre donné en trois parties telles, que 
l'excès de la moyenne sur la plus petite soit un nombre 
donné, et l'excès de la plus grande sur la moyenne soit 
un autre nombre donné. 

Pour fixer les idées , je donnerai d'abord aux nombres 
connus des valeurs déterminées. 

Je supposerai que le nombre à partager soit 23o , 
Que l'excès de la partie moyenne sur la plus petits 

soit 4o , 

Que l'excès de la plus grande partie sur la moyenne 

soit 60. 

Désignant la plus petite partie par x , 

La moyenne sera la plus petite plu9 4o , ou x -f- 4^j 



Et la plus grande sera la moyenne plus 60 , ou 

Or les trois parties prises ensemble doivent faire le 
nombre à partager ; donc 

x -|- X + 40 + ^ •+■ 4o + 60 ^= î^3o. 

En réunissant d'une part les nombres donnés^ et dé 
l'autre les noitibres inconnus , x se trouveras fois dans le 
résultat y et pour abréger^ on écrira 

3x+i4o = 23o. 

Mais puisqu'il faut ajouter i4o au triple de x pour faire 
aSo, il s'ensuit qu'en ôtant i4ode aSo, on aura précisé- 
ment le triple de x^ ou que 

3x= aSo— i4o, 
ou que 

3x = go; 

€t il suit de là que x =— ou = 3o* 

o 

En ajoutant à 3o l'excès 4o de la moyenne sur la plus 
petite, on aura 70 pour la partie moyenne. 

En ajoutant à 70 l'excès Go de la plus grande partie 
sur la moyenne, on aura i3o pour la plus grande partie. 

€. Si les nombres connus étaient différens de ceux 
que j'ai mis dans l'énoncé , on résoudrait encore la ques- 
tion en suivant lagnarche tracée'dans le numéro précé- 
dent ; mais on serait obligé de répéter tous les raisonne- 
mens et toutes les opérations par lesquelles on est par- 
venu au nombre 3o , parce que rien ne montre comment 
ce nombre s.e compose des nombres donnés, 23o , 4^ 
et Go. Pour rendre la solution indépendante des valeurs 
particulières des nombres, et faire voir comment la valeur 
de l'inconnue se forme au moyen des quantités connues» 
je vais énoncer le problême ainsi : 

Partager le nombre donné sl en trois parties telles , que 
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l'excès de la moyenne sur la plus petite soit un nombre 
donné b , et V excès de la plus grande sur la rnoyenne soit 
un nombre donné c. 

£n désignant comme ci-dessus par x la quantité in- 
connue , et en écrivant , à l'aide des signes convenus et 
de symboles, a, 6, c, qui représentent les quantités 
connues de la question , les raisonnemens faits précédem* 
ment sur les nombres, on formera de nouveau 

la plus petite partie x, 

la moyenne ar + i , 

la plus grande x -^-b'-^c. 

La réunion de ces trois parties faisant le nombre à 
partager, on doit avoir 

Cette expression, toute simple qu'elle est, peut encore 
«'abréger ; car puisqu'elle montre que x entre trois fois 
dans le nombre à partager, et que b y entre deux fois , au 
lieu de x -|- j? + x, j'écrirai 5x , au lieu de-f-6 -{-ft, 
j'écrirai -f- 2& ^ et il viendra 

3x + 2 ft + c = Cf. 

Cette dernière e^qpression fait connaître qu'il faut 
ajouter au triple du nombre représenté par x , le double 
du nombre représenté par b et encore le nombre c,pour 
former le nombre a-, il s'ensuit que si du nombre a, on 
6te le double du nombre b, puis entore le nombre c, 
on aura précisément le triple de x, ou que 

Zx^^a — ûft — c; 

or X étant le tiers de trois foisxou de 3 x, on en conclura 
que 

a — sft — c 



a: = 



3 

Il faut bien remarquer que n'ayant assigné aucune 
valeur particulière aux nombres représentés par a,b ,c^ 



d'algèbre. Il 

lé résultat auquel je suis parvenu ne donne non plus au^ 
cune valeur pour x\ il indique seulement quelles opé-<- 
rations il faut faire sur ces nombres lorsqu'on leur 
assigne une valeur , pour en déduire celle de Fin- 
connue. 

En effet, l'expression = , à laquelle x est 

égale , peut être rendue dans le langage ordinaire , en 
écrivant , à la place des lettres , la dénomination des 
nombres qu'elles représentent, et à la place des signes, 
renonciation des opérations qu'ils indiquent; on formera 
ainsi cette phrase : 

Du nombre à partager, ôtez le double de l'excès de la 
partie mcyenne sur la plus petite , et encore l'excès de 
la plus grande sur la moyenne, et prenez le tiers du reste. 

En suivant cette phrase à la lettre , on déterminera , 
par les premières opérations de l'arithmétique , la plus 
petite partie. Le nombre à partager étant, par exemple, 
23o, lel excès 4o et 60, comme dans le numéro précé- 
dent, on ôtera de 23o, deux fois ^o, ou 80, el 60 , il 
restera 90, dont le tiers sera 3o, ainsi qu'on l'a déjà 
trouvé. 

Si le nombre à partager était 520 , les excès 5o et 120, 
on ôteraitde Sao deux fois5o, ou 100, et 120, il resterait 
3oo,dont le tiers, ou 100, serait la plus petite partie ; on 
formerait les deux autres en ajoutant 5o à 100, ce qui 
ferait i5o ; puis 120 à ce résultat , ce qui ferait 270 : 
ainsi , les trois parties demandées seraient 

100 , i5o, 270, 

et leur somme serait 620 , ainsi que l'exige la question. 

C'est parce que les résultats algébriques ne sont îr 
plus souvent que l'indication, d'opérations à effectuer sur 
des nombres pour en trouver d'autres, qu'on les appelle 
en ^énéraX formules* 
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'Cette ijnestion^ quoique plus compliquée que celle dift 
numéro i , peut encore être résolue avec le langage 
ordinaire y c'est ce qu'on voit dans le tableau ci-joint , 
où Ton a placé vis-à-vis de chaque raisonnement, sa tra- 
duction en caractères algébriques. L*^examen attentif de 
ce tableau ne doit laisser aucun doute sur l'utilité de 
4' Algèbre et sur les circonstances de son invention. 
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7. Les signes convenus dans le numéro 22 ne sont pas 
les seuls dont on se serve en Algèbre ; de nouvelles 
considérations en introduiront par la suite de nou- 
veaux. On a déjà dii remarquer que j'ai indiqué 
dans le numéro 2 , la multiplication de a: par 2 , et 
dans les numérosSetS, celle de x par 3, celle de fcpar 2, 
en plaçant seulement ces chiffres au-devant des lettres 
3c et b, sans aucune interposition de signe , et j'en 
userai ainsi désormais ; ensorte que tout nombre placé 
à la gauche d'une lettre sera multiplicateur du nombre 
que représente cette lettre. 5x, 5a , etc. désigneront 

3 3.27 

5 foisx, 5 fois a, etc. -^x ou — ;-, etc. désigneront les 

4 4 

I de X ou 3 fois x divisées par 4 , etc. 

En général la multiplication s'indiquera désormais en 
mettant les facteurs à la suite les uns des autres^ sans 
aucune interposition de signe, toutes les fois qu'il n'en 
résultera pas de confusion. 

Ainsi les expressions ax,b c, etc. seront équivalentes 
à a X ^> ft X c, etc. mais on ne pourra pas supprimer 
le signe Xjorsqu'il s'agira des nombres , car alors l'ex- 
pression 3X5, dont la valeur est i5, devenant 35 par 
l'omission du signe X > changerait entièrement de signi- 
fication. Dans ce cas , on substitue souvent un point au 
«gne X * et on écrit 3 . 5. 



Des Equations, 

8. En examinant avec attention la solution des pro- 
blèmes des numéros 3 et 6 , on la trouvera composée de 
deux parties bien distinctes. Dans la première , on 
exprime , au moyen des caractères algébriques , les 
relations que 1* énoncé de la question établit entre les 
quantités connues et les quantités inconnues^ et cela con- 
duit à égaler deux quantités entre elles, savoir : 

Dans le numéro 3 , les quantités 2 x -f- 6 et a. 

Dans le numéro 6, les quantités 3x-j-afr-f-ceta. 

Puis de cette égalité , on déduit une smte de consé- 
quences qui mènent enfin à égaler l'inconnue a; à un 
assemblage de quantités données, liées entre elles par des 
opérations que Ton sait effectuer ; voilà la seconde partie 
de la solution. 

Les deux parties que je viens d'indiquer se retrouvent 
dans presque tous les problèmes qui sont du ressort de 
r Algèbre. Il est diiEcile de donner , au moins pour le 
moment , une règle d'après laquelle on puisse effectuer 
la première partie, celle qui a pour objet la traduction 
en caractères algébriques des conditions de la question, 
nfaut, pour y réussir, se familiariser avec récriture 
algébrique , et acquérir l'habitude de décomposer 
l'énoncé d'un problème dans toutes ses circons- 
tances , soit explicites , soit implicites. Mais lorsqu'on 
est parvenu à former les deux nombres ^e la question 
suppose égaux entre eux, il y a des procédés métho- 
diques pour déduire de cette expression algébrique la 
valeur de l'inconnue , ce qui fait l'objet de la secondi^ 
partie de la solution. Avant de les faire cozmaître, j'ex« 
cliquerai quelques dénominations, dont les algébristes se 
servent à ce sujet. 

Vjie équ<aion est l'égalité de deux quantités • 
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L*eii8emble des quantités qui sont d'un même côté du 
«igne=:, se nomme membre; une équation a deux 
membres. 

Celui qui est à gauche s'appelle le premier membre; 
l'autre est le second. 

Dans l'équation aa:-)-6=:a>i2a:-f*&e8tle premier 
membre, a est le second membre. 

Les quantités qui composent un même membre, lors- 
qu'elles sont séparées par les signes *f- oa — , se nonmient 
termes. 

Ainsi le premier membre de l'équation s x -J- 6 := a 
renferme deux termes , savoir : a x et -|* 6. 

L'équation |a:-f-7=:8a:— ^ la , a deux termes dans 
chacun de ses membres, savoir : 

I x et -{- 7 dans le premier, 

, 8 x et — 13 dans le second. 

Quoique j'aie pris au hasard, et pour servir d'exem- 
ple , l'équation ix-|-7=8a: — la, elle doit être consi- 
dérée, ainsi que toutes celles dont je parlerai par la 
suite , comme venant d'un problème dont on peut tou- 
jours trouver un énoncé en traduisant en langage ordi- 
naire l'équation proposée. Celle dont il s'agit revient à 

TVouver un nombre x tel, qu'en ajoutant 7 aux \de'x^ 
ta somme soit égale à S fois x moins la. 

De même , l'équation ax+bc — ca?=: ac^^bx, danf 
laquelle les lettres^ a, b, c sont censées représenter des 
quantités connues , répond à la question suivante : 

Trouver un nombre x tel, qu'en le multipliant par un 
nombre donné a, puis ajoutant le produit des deux 
fïombres donnés hetCy et retranchant de cette somme 
le produit d'un nombre donné c par le nombre x, on ait 
un résultat égal au produit des nombres a et c diminué 
de celui da nombres h et%. - 

C*e6t 
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C'est en s'exerçant beaucoup à pnsserdu langa^^e ordi- 
naire a récriture algébrique, et à rendre celle-ci dars le 
premier, qu'on parviendra à se familiariser a\ ec l'AI^^è- 
bre , dont la difficulté ne consiste gtiéres que dans la par- 
faite intelligence des signes et de leur emploi. 

Tirer d'une équation la valeur de Tinconnue , ou par- 
venir à avoir cette inconnue seule dans un membre , et 
des quantités toutes connues dans l'autre^ c'est ce qu'on 
appelle re^ouctr^ cette équation. 

Les diverses questions qu'on peut avoir à résoudre 
conduisant à des équations plus ou moins composées, on 
a partagé celles-ci en plusieurs classes ou défères. Je 
vais m'occuper d'abord des équations du premier 
degré. On nomme ainsi les équations dans lesquelles les 
inconnues ne sont multipliées ni par elles-mêmes^ ni 
entre elles. 

De la résolution des équations du premier degré à una 

seule inconnue. 

g. On a déîà vu que résoudre une équation, c'est 
arri> er à une expression dans laquelle l'inconnue seule 
dans un membre soit égalée à des quantités connues, com- 
binées entre elles par des opérations qu'on sacbe efFec- 
tiier. Il suit delà qu'il faut, pour amener une équation 
à cpt état , dégager l'inconnue des quantités connjies avec 
lesquelles elle se trouve combinée ; or rinconnue peut 
se trouver mêlée avec les quantités connues dd trois 
manières: 

1**. Par addition et soustraction ^ comme dons les 
équations 

ar 4-5 = 9 — j:, 
Elém, d^Jil^èbre. ?• édition, H 
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fl*. Par addition , soustraction et ' multiplicatioii , 
comme dans les équations 

ax — 6=cj7+£?; 

S5*. Enfin par addition , soustraction , multiplication et 
cKviûon y comme dans les équations, 

tix . , mx , p 
-T — I- c X — a= 1- -* 

On dégage Tinconnue de^ additions et sonstraetion» 
•ù elle entre avec des quaniités coimues^ en rassemblant 
dans un seul membre tous les termes où elle se trouve ; 
et pour cela ^ il faut savoir faire passer im terme d*u« 
membre dans un autre, 

10. Par exemple^ dans F équation 

7x — 5= ia-j-4^/ 
3 faut passer le terme 4^ du second membre dans I9 
premier , et le terme — 5 du premier dans le second. 
I^our cela, on doit observer qu'en efFaçant + 4^ dant 
le second membre , on le diminue de la quantité /^x , et 
qu'il faut opérer la même soustraction sur le premier 
membre , pour conserver Tégalité de ces deux mem- 
bres; on écrira donc — 4^ ^^^^ ^® premier membre , 
qui deviendra yx — 5 — 4 ^ > ®* ^'^^ ^^""^ 

7J? — 5 — 4^= 12. 

Effacer— 5 du premier membre , c'est supprimer la sous^ 
traction indiquée de 5 unités ; c'est par conséquent 
augmenter ce membre de 5 unités ; on doit donc , pour 
conserver l'égalité , augmenter aussi le second membre 
de 5 unités, ou écrire «4- 5 dans ce membre : il deviendra 
1 ft -|" 5 , et l'on aura 

7 X — 4 ^^= ^û *+• 5* 



Ëii effectuant les opérations indiquées y il en résultera 
l'équation Sx =17. 

Par ces raisonnemens , qu'on peut appliquer à quelque 
exemple que ce soit , on voit qu'en effaçant dans un 
inembre un terme afFecté du signe -f- , et qui par consé- 
quent augmentait ce membre^ il faut soustraire ce terme 
de l'autre membre , ou l'y écrire avec le signe — ; qu'au 
contraire , quand le terme qu'on efface a le signe »- ^ 
comme par sa présence il diminuait le membre où il était, 
il faut augmenter l'autre membre du même terme ^ 
ou l'y écrire avec le signe -j-* On conclura de là cette 
règle générale : 

Pourfair^fosserun terme quelconque d'une équation^ 
d'un membre dans l'autre , il faut l' effacer dans le mem- 
bre où Use trouve, et l'écrire dans l'autre avec un signe 
contraire à celui qu'il avait d'abord. 

Pour mettre cette règle en pratique, il faut faire at- 
tention que le premier terme de chaque membre , quand 
il n'est précédé d'aucun signe , est censé avoir le signe -(-. 
C'est ainsi qu'en passant le terme ex de l'équation litté-* 
raie ax — 6 = cx-f-d, du second membre dans le pre- 
mier , on aura 

ax — b — cx=d; 

passant ensuite le terme — : t du premier membre dans le 
second , il viendra 

1 1 . Par le moyen de la règle précédente , on peut 
d'abord réunir dans un des membres tous les termes af- 
fectés de l'inconnue , et dans l'autre toutes les quantités 
connues ; et spus cette forme , le membre où se trouve 
l'inconnue , peut toujours se décomposer en deux fac^ 
leurs , dont l'un ne contient que des quantités données , 
et dont l'autre est l'inconnue seule. 

Cette 0impli&cation se présente d'elle-niême toutes les 



i20 BL3ÉMBN9 

fois que l'équation proposée est numérique , et qu elle ne 
contient point de fractions, parce qu alors tous les termes 
aiFectés de Tinconnue se réduisent à un seul. Si Ton 
avait, par exemple, lox -}-. 7^ — 207 = 26 -f 7, en 
effectuant les opérations indiquées dans chaque membre^ 
on trouverait successivement 

17X — 20:= 32, 
i5x ::= 3a ; 
et 1 5 a: se décdmposant dans les deux facteurs 1 5 et ar. 
on aurait le facteur inconnu x, en divisant par le fac- 
teur donné i5, le nombre 32 égal au produit i5 x : 
il viendrait 

_32 # 

ib 

La décomposition se fait de même dans les équations 
littérales semblables à la suivante : 

axz=:b c , 

parce que le terme a x désigne immédiatement le pro- 
duit de a para:;; on en conclut 

bc 

a* 
Soit l'équation 

ax — bx4' cxzzizac — bc, 
qui contient trois termes affectés de Tinconnue. Puisque 
aXybx, ex , représentent les produits respectifs àex, 
par les quantités a, b, c, l'expression ax — bx-^c x , 
traduite en langage ordinaire, donne cette phrase : 

De X pris d'abord autant de fois qu'il y a d'unités 
dans a, retranchez autantdefois xqu'ily a d'unitésdans 
b , et ajoutez au résultat la même quantité x prise aa- 
tant défais qu'il y a d'unités dans c. 

Il suit de là qu'en tout l'inconnue x se trouve prise 
aiftant de fois qu'il jr a d'unités dans la différence des 
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nombres a et i, augmentée du nombre c, c'est-â-dire autant 
de fois que le marque le nombre a'~^b '{'C\ les deux 

facteursdu premier membre sont parconséquenta— i-)"^ 
•t j: : on a donc 

ac — hc 

a — b -f- c' 

Ce raisonnement , qu'on peut appliquer à tout autre 
«xemple , ^ait voir qyi après la réunion dans un seul 
membre , des divers termes contenant l'inconnue^ lefac-- 
teur qui multiplie cette inconnue se forme de toutes les 
quantités qui la multiplient isolément , assemblées avec 
les signes dont elles sont précédées^ et on obtient l'inr^ 
connue en divisant le membre tout connu par le facteur 
dont il s'agit. 

D'après cette règle, réquation ax — 3a:=:6c donn« 



x= — 



bc 



a — 3 * 

De même l'équation x -f- ^ x = c — d conduit i 

c — d 



xr=z 



1 +a* 

parce qu'il faut obaerver que la lettre x étant seule , 
doit être regardée comme multipliée par l'unité. On voit 
. d'ailleurs que dans ar+ a a: , l'inconnue x se trouve con- 
tenue une foisde plus que dans a x , et est par conséquent 
multipliée par i + a. 

12. Il est visible que si tous les termes de l'équation 
contenaient un facteur commun , on pourrait supprimer 
ce facteur sans troubler l'égalité , puisqu'on ne ferait qu« 
diviser par un riiême nombre toutes les parties des deux 
quantités que l'on suppose égales entre elles. 

Soit pour exemple l'équation 

6abx — Qbcd=ziQbdx + i5abc. y 

J'observe d'abord que les nombres S, 9, 12 et 1 5, sont 

B 3 
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divisibles par 3 \ et en supprimant ce facteur , ]t né ferai 
^ue prendre le tiers de toutes les quantités qui forment 
^'équation ; j*aiir^ , après cette réduction ^ 

aaix — 5icd==4^^^+5 aie. . 

J'observe ensuite que la lettre 6, combinée dans chaque 
terme par voie de multiplication, indique un facteur 
commim à tous ces termes ; je la supprimerai dons 
^ussi, et il viendra 

En appliquant à cette dernière équation les règles des 
lîuméros lo et ii j j'en tirerai successivement^ 

aax — ^dx-=LS ac -{-Zcd j^ 

5 ac+ Zcd 



x-=z. 



2 a — 4^ ' 



iS. Je passe maintenant aux équations dont les termes 
ont des diviseurs : on pourrait leur appliquer immédiate- 
mentles règles précédentes, toutes lèsfois qucTinconnue 
n'entre point dans les dénominateurs \ mais il est souvent 
plus simple de ramènerions les termes a^ mêuie dénomirr 
Dateur , qu'on peut supprimer ensuite. ' 

Soit, par exemple , l'équation 

ax . , é^x , 5x 

J'observerai que l'arithmétique fournit dès règles pour 
Véâuire des fractions au même dénominateur, et pour 
convertir des entiers en fractions d'une espèce donnée 
( Arithm. 79 , 69 ) , et je transformerai par ces règles , 
fn fractions de même dénomina^teur ^ tous les termes 
_ ^e l'équation -proposée. 

Ç|n commençant d'abord par les fractions, qui sont 

13^X J^x 5x 

X' "5"' T* 
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']e les changerai , par la première des règles citées^ en 

5X7X2X 5X7X4^^ 5x5x5j: 

5x5X7 * 3x5x7 ' '3x5X7 ' 

puis pour convertir les entiers 4 et 12 en fractions , il n'y 
aura plus qu'à les multiplier par le dénominateur com- 
mun des fractions, savoir : par 3 X 5 X 7 , et Ton aura 

3X5X7X4, 3X5X7X12. 

Replaçant ensuite tous ces termes dans l'équation pro- 
posée , elle deviendra 

5X7Xaar 5x5X7X4 
3x5x7 "*" 3X5X7 

__ 3X7X4^ I 5x5X7Xia 5 x5x5jr , 
5X5X7 5x5X7 '5x5x7* 

•t l'on y pourra supprimer le dénominateur , puisqu'on 
ne fera par là que multiplier toutes ses parties par la 
dénominateur ( Arithm, 54 ) , ce qui ne saurait troubler 
l'égalité : il viendra, après cette suppression, 

5X7X207 + 5X5X7X4 
=5X7X4or + 3X5X7Xi2 — 5x5X5ar, 

©u 70 x + 420 = 8407+1260 — 75 X, 

équation sans dénominateur , de laquelle on tirera la 
valeur de x par les règles précédentes. 

L'inspection du résultat ci-dessus, et même l'applica- 
tion seule des règles d'arithmétique citées , font Voir évi- 
demment que , dans l'opération dont il s'agit , ks numé' 
valeurs de chaque fraction doivent être multipliés par U 
produit des dénominateurs de toutes les autres , les en* 
tiers y parle produit de tous les dénominateurs ;*et il na 
faut tenir aucun compte du dénominateur commun des 
fractions résultantes. 

L'équation 70 a:+ 420 =84 0: + 1260— 75a7devieBt 
successivement 

B4 
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f0X'\-'j5x — 84 a: =.1260 — 4^0 

Gixcr: 840 

X— g^ -lôg-. 

Le même procédé s'applique aux équations littérales, 
en observant qu'on ne peut alors qu'indiquer les multi- 
plications^ qui s'effectuent lorsqu'il s agit des nombres. 

Soit , par exemple , l'équation 

ax dx , fe: 

on en déduira 

ekx^ax — behy,c:=zbhXdx'-{-'beX,fg, 
résultat qu'on peut écrire plus simplement en plaçant, 
conformément à la convention établie dans le n® 7 , à 
côté les uns des autres , sans interposition de signe , les 
facteurs de chaque produit , et eii intervertissant l'ordre 
des multiplications pour conserver l'ordrealphabétique , 
plus facile dans renonciation des lettres : il viendra] 

aehx — bceh:=:ibdhx -{' befg^ 
d'où Ton conclura 

aehx'^bdhx^zbefg^bceh, 

'befe:A^bceh 
. aeh — bdh 

i4' Quoiqu'on ne puisse donner aucune règle géné>^ 
raie et précise pour former l'équation d'une question 
quelconque , il existe cependant un précepte dont l'ap- 
plication bien entendue ne manquerait pas de conduire 
au but proposé. Voici ce précepte : 

' Indiquer, à l'aide des signes algébriques , sur les quan- 
tités connues, représentées soit par des nombres , soit 
par des lettres, et sur les quantités inconnues représentées 
toujours par des lettres, les mêmes raisonnemens et les 



mêmes opérations qu'il faudrait effectuer pour vérifier 
les valeurs des inconnues, si elles étaient données. 

Pour en faire usage, il faut d'abord déterminer avec soîa 
quelles sont les opérations que T énoncé de la ques- 
tion renferme , soit explicitement , soit implicitement ; 
mais c'est précisément en cela que consiste la difficulté 
de mettre en équation un problème proposé. 

Voici quelques exemples pour montrer l'application 
du précepte ci-dessus. J'ai choisi les deux premiers parmi 
les questions résolues en arithmétique, afin de montrer la 
facilité que l'écriture algébrique apporte au développe- 
ment des énoncés. 

I®. Soient deux fontaines , dont la première, coulant 
seule pendant a** ^, remplit un certain bassin, et dont la 
seconde remplit le même bassin en coulant seule pendant 
"3** I ; combien faudra-t-il de temps pour qu'il soit rempli 
par les deux fontaines coulant à-la-fois? 

Si ce temps était donné, on le vérifierait en calculant 
les quantités d'eau versées par chaque fontaine , et réu- 
nissant les résultats , on s'assurerait qu'ils composent la 
totalité de l'eau que peut contenir le bassin. 

Pour former l'équation, on désignera par x le temps 
inconnu, et on indiquera sur x lea opérations énoncées 
ci-dessus ; mais afin' de rendre la solution indépendante 
de- nombres donnés, et même d'abréger l'expression 
de ceux de l'énoncé qui sont fractionnaires , on le* 
représentera aussi par des lettres; on pourra écrire a au 
lieu de la*» 7, et 6 au lieu de 3** |. 

Cela posé , en prenant , comme en arithmétique , la 
capacité du bassin pour unité , on verra que 

Lapremièrefontainequile^emplitseule en un nombres 
.d'heures, y verse, dans une heure, unç quantité d'eau 

marquée par la fraction -; et par conséquent elle four- 



a6 i II i u lE Tx $ 

hîra dans un Bombre x d'heures la quantité a: X -^ > ou 

- (Arithm, 53 \ 

La seconde fontaine qui remplit le même bassin ea 
h d'heures , y verse , dans une heure , une quantité d*eau 

exprimée par la fraction 7 ; et par conséquent dans un 

1 ce 
nombre x d'heures , elle fournira la quantités X ron ^ . 

La quantité totale d'eau fournie par les deux fontaines 
<era donc 

XX 

et cette quantité devant égaler celle que contient le 

bassin , et qui a été prise pour unité , on aura enfin 

l'équation 

X , X 

Cette équation^ traitée par les règles précédentes , con- 
duit à 

hx + ax=ab, 

ab 

La dernière formule donne , pour résoudre tous le« 
<ûas de la question proposée , cette règle fort «dmple : 

Diviser le produit des nombres qui marquent le temps 
que met chaque fontaine en particulier à remplir le bas- 
sin, par la somme de ces nombres, le quotient marquera 
le temps qu'il faudra aux deua^fontaines pour le remplir 
Simultanément. 

£n appliquant cette règle aux nombres de l'énoncé , 
on a 






D ' A X. G £ B 11 E» !^y 

»a/V*'4 — -/S 4 g > 

a ou 



T.* i 



ft**. 5oii a un nomire à partager en trois parties , ayant 
fntre elles les mêmes rapports que les nombres donnés 
în , n ef p. 

Il est visible que layériEcation de la question déferait 
comme il suit : 

£n désignant par x la i*"^ partie , on aurait 

ml/ittxlla a* partie r= — {Arithm, iiS.) 

m 

m: p : : x: la 3* partie =^— ; 

m 

ft réunissant lés trois parties y il faudrait trouyer le 
9iombre à partager : on aura donc T équation 

, nx , p X 
X -f +- — = a. 

771 771 

En réduisant tous ses termes au dénominateur m^ ell9 
deviendra 

771 X + 71 X -^ p X = a TTl , 

•t on en tirera 

a 771 

X= ; j~. 

77l-|- 71- -f- p 

Ce résultat n'est que la traduction algébrique de la 
règle de société {^Arithm, i24) j car en regardant les 
nombres m, n, p, comme désignant les mises des mar« 
chauds, 77i + 7i-|-p est la mise totale^ a le bénéfice à 
partager , et l'expression 

jp :::^ . — indique qu'uTie part s'obtient en multi^ 

77l-(-7l-J-p ' 

f liant la mise correspondante par le bénéfice total , et 
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en divisant le produit par la somme des mises ,c^ qui 
revient à la proportion 

la mise totale l une mise particulière 
Il le gain total l au gain particulier. 

ï5. La formation de l'équation du problème suivant 
exige des observations particulières qui ne se sont pas 
encore présentées. 

Un pécheur , afin d'encourager sonjils, lui promet 
5 centimes par chaque coup dejilet dans lequel il aura 
pris du poisson, mais aussi il remettra à son père 3 cen- 
times pour chaque coup infructueux. Après la coups 
dejilet, le père etrlejîls règlent leur compte^ Leprejnier 
doit au secondai centimes. Combien y a-t-ileu de coups 
dejilet heureux ? 

Si on représente le nombre de ces coups par x , le 
»ombre des coups infructueux sera i a — j: ; et si cet 
nombres étaient donnés , on les vérifierait en multipliant 
5 centimes par le premier, pour obtenir ce que le père 
doit donner au fils , et 5 centimes par le second , pour 
avoir ce que le fils doit remettre au père : le premier 
nombre devrait surpasser le second des a8 centimes que 
le père doit à son fils. 

On aura pour le premier nombre , x de fois 5 centimes 
ou 5x. A l'égard du second nombre , il se présente une 
difficulté : comment obtenir le produit de 3 par 12 — xl 
Si , au lieu de x, ily avait un nombre donné , on effec- 
tuerait d'abord la soustraction indiquée, puis on multi- 
plierait 3 parle reste ; mais pour le moment la chose 
ii'est pas possible, et il faut tâcher d'effectuer la multi- 
plication av^nt la soustraction , ou au moins de ramener 

le résultat à un ensemble de termes algébriques sem- 
blables à ceux que contiennent les équations qu'on sait 

•résoudre. 

Avecun peu d'attention, on voit qu'en prenant 12 fois 



D A L. G E B II s. 2g 

le nombre 3 , on répète 5 autant de fois de trop qu'il y a 
d'unités dans le nombre x , dont on aurait dû préalable- 
ment diminuer le multiplicateur 12 , ensorte que le véri-. 
table produit sera 

3G diminué de 3 pris x fois ou de 3 j;, 

ou 36 — 3 X. 

Cette conclusion peut se vérifier facilement , en don- 
nant à X des valeurs numériques. Si, par exemple , x 
était égal à 8 , on aurait 3 à prendre 12 fois — 8 fois, 
et si on négligeait — 8 fois , on mettrait dans le résultat 
8 fois de trop le nombre 3 \ le véritable produit sera donc 

3X la — 3 X8 = 36 — 24= 12. 

Ce résultat s'accorde avec celui qu'on obtient en retran**, 
chant d*abord 8 de 12 ^ car alors 

12—8 = 4 et 3X4 = 13- 

Cela posé , puisque Targent dû par le père à son filt 
est exprimé par 5x , et que celui que le fib doit à son 
père est exprimé par 36 — 3x , il faut que le second 
nombre retranché du premier, donne pour reste 28; 
mais encore ici nouvelle difliculté ; comment retrancher 
36 — 3x de 5x, sans avoir soustrait d'abord 3x de 36 ? 

On élude cette difficulté en observant que si Ton né- 
gligeait le terme — 3x, et qu*on retranchât âeJ5x le 
nombre 36 tout entier, on aurait nécessairement ôté 3x; 
de trop , puisque ce n'est qu'après avoir diminué 36 de 
Bx, qu'il faut le retrancher de 5x. Ainsi, la différence 
5x — 56 doit être augmentée de 3x pour former la 
quantité qui doit rester ' après qu'on a ôté de 5 x lof 
nombre exprimé par 36 — 3x : cette quantité sera donc 

5x— 36-}"3x; 

it on aura Téquation 

5x— 36 + 3x=a8; 
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et de soustraction. Les raisonnemensdont on s'est «servi 
dans ces deux circonstances, peuvent être réduits «n 
règles ; et il en résultera sur les quantités représentées 
par des lettres , des opérations qu'on a appelées multi" 
plicationet division algébriques, par Tanalogie qu'elles 
ont avec les opérations de rarithmétique qui portent 
les mêmes noms. 

On a conçu par la même analogie deux opérations 
algébriques qui portent les noms Ôl addition et de sous- 
traction y et dans lesquelles on a pour but de réunir en 
une seule plusieurs expressions algébriques, ou de les 
retrancher Tune de l'autre^ mais ces opérations, comme 
les précédentes , diffèrent de celles de l'arithmétique , 
en ce que leurs résultats n'étant le plus souvent, que des 
indications d'opérations à effectuer , ne présentent 
qu'une transformation des opérations primitivement 
indiquées , en d'autres qui produisent le même effet. Il 
arrive seulement, ou qu'on simplifie les expressions, ou 
qu'on leur donne une forme propre à manifester les 
conditions qu'il faut remplir. 

Pour expliquer ces opérations, on appelle quantités 
monômes ou simplement monômes , celles qui n'ont 
qu'un seul terme , comme +2a, — 3ab, etc. binômes 
celles qui en ont deux, comme a-f-i,a— i, 5a — ax, etc. 
tnnoTïies celles qui en ont trois, quadrinomes celles qui 
en ont quatre , et en général polynômes les quantités 
conipçsées de plusieurs termes. Il est bon d'observer 
qu'on appelle aussi les monômes quantités mcomp/excj, 
et les polynômes quantités complexes. 

De r addition des quantités algébriques. 

17. L'addition des quantités monômes se fait en les 
joignant par le signe -^ ; c'est ainsi que b ajouté avec a 
s'indique par a -f- 6. Mais lorsqu'on se propose d'^ajouter 

ensemble 
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ensemble des expressions algébriques ^ on a en mcme 
temps pour but de simplifier le résultat , en le réduisant 
au plus petit nombre de termes possible^ parla réunion 
de plusieurs de ces termes en un seul. 

Cette réunion est celle qui a été effectuée dans 
les numéros 2 et 5, en réduisant la quantité ar-f-x 
à ax , U quantité x-j-x -j-x à5x. Elle ne p^t avoir 
lieu qu*à regard des quantités exprimées par les mêmes 
lettres, et qu'on app€lle pour cette raison. quantités 
semblables. On regarde la quantité littérale comme une 
unité qui se trouve répétée un ceitain nombre de fois; 
c'est aiasi que les quantit es âa et Sa, considérées comme 
déuxunités, et trois unités d'une eépèce particulière, fpr- 
men% parleur addition , 5 a , ou 5 unités de même espèce. 
De même, 4^b et 5ab forment gai. 

Dans ce cas, l'addition s'opère sur les chiffres qui pré- 
cèdent la quantité littérale, et qui indiquent combien de 
fois elle est répétée. Ces chiflrres se nomment coeffider^. 
Le coefficient est donc le multiplicateur de la quantité 
devant laquelle il est placé ^ et il faut se rappeler que 
lorsqu'il n'est pas écrit , il est égal à l'unité ^ car la est la 
même chose que a. 

18. Lorsqu'il s'agit de réunir des quantités quel- 
conques ^ €omi}ae 

le total/doitêtre évidemment composé de toutesles parties 
ajoiïtées ensemble ; il faut donc écrire 

4^ -|- 5è -}- ;2c -j- Zd, 

Si l'on avait au contraire ^ 

^a -(- bb et ac — 3rf, 

il faudrait, dans la somme, écrire avec le signe*— ^ ou 
indiquer comme soustractive, la quantité Zd^ qui, devant 
être retranchée de se, diminuerait nécessairement d'au- 
Elém. d'Algèbre. 7® édition. C 
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tant la somme qu'on formerait en réuniséant ac avec 
la première des quantités proposées ; et Ton aurait 

4a^5b -{- Qc — 5d, 

Ces deux exemples font voir que l'addition algébrique 
des polynômes s'effectue en écrivant à^ la suite les unes 
des autres ^ et avec leurs signes , les quantités qu'il faut 
ajouter^ en observant que les termes qui ne sont précédés 
d'aucun signe ^ sont censés avoir le signe ^. 

I/opér^ation çi-dessus n'est, à proprement parler, 
qu'une ÎQ^djc^tion par laquelle la réunion de deux quan- 
tités complexes est ramenée à Taddition et à la soustrac- 
tion d*i;n certain nombre de quantités monômes ; mais si 
les expressions à ajouter contenaient des termes sem-. 
blables.^ on pourrait réunir ces termes en opérant iq|mé-* 
ciiatenient sur leurs coeiEciens. 

• Soient j pour exemple , les expressions 

^ aa — ?fc-f 4^> 

7*+ c — e ; 
lason^me indiquée sera, d'après la règle précédente, 

. /^a-j- Q b'^ac +a a — 3c-j-4^+7i4"^ — '^* 

Mais les termes 4 a et -{•- aa étant formés de quantités 
semblables, se réunissent en un seul égal à 6 a. 

De même les termes +9^, + 7 ^ > donneiit i6i. 

Les termes — ac et — 3c , t<yis deux soustractifs 
prodiâsent c^^ns le total le même effet que la soustrac-^ 
tion d'une quantité égale à leur somme , c'est-à-dire, que 
la soustraction de 5c ; et comme , en vertu du terme +c, 
on aura d'une autre part à ajouter c , il restera seulement 
à retrancher 4c. 

La somme des expressions proposées sera donc rame* 

nèn à * 
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19. La dernière opération pratiquée ci-dessus , et par 
laquelle on réunit tous les termes semblables en un 
5eul , quelque signe qu'ils suent , se nomme la réduction. 
Elles' effectue en faisant la somme des quantités sembla-^ 
blés affectées du signe -j- , celle des quantités semblables 
affectées du signe — ; puis en retranchant la plus petite 
de ces deux sommes de la plus grande^ et doniumt au 
reste le signe de la plus grande. 

Il est à remarquer que la réduction s'applique à tontes 
les opérations algjébriques. 

Voici, pour exercer le lectetir^ quelques exemjples 
â* additions avec leurs résultats. _. 

I*. Ajouter les quantités ' 

. .. • .. • 

7 7n4-37i — 14 p+ 17 r 

5p — ^Tn-^- 8/» 
lin — ai — m — r + j 

résultat ym-f-S/i— i4p-(- lyr-f Sa + S'^ — iim + ar 

-f^Sp — 4^*^+ 8n+ii7i — ai — m — r -f- -y* 
Faisant la réduction-, cette quantité se change en celle-ci: 

— gm-f-Sifi — 9p-f-i8r+3a — ai+j, 
ou 3i 71 — 9 m — 9p + i8r-4-3a — ai+5, 
en commençant par un terme qui ait le signe 4-* 
a®. ' Ajouter les quantité? 

11 b.C'\'^ad'^%aC'^Scd 
%mc + 'jbc — ii^ad-^-^mn 

Qcd — 3ai-f-5ac + <z/i 

qan — aie — o^ad-^-^cd 

— 2 z^ • > 

^résultat 11 ic4-4^^ — 8ac-f-5crf-f-8ac-4-i7Ac — aarf. 
7f-4^rH-a«^^— 3aé+5ac-+-an **t"9iznr*aic 

Eit réduisant cette quantité, elle devient 

C a 
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De la soustraction des quantités algébriques, » 

âo . La soustraction des monômes syndique y ainsi qu'on 
en est convenu , en plaçant le signe — entre la quantité 
à soustraire et celle dont on la soustrait. 

b fioii£trait de a, s'écrit p^ a^^b. 

Lorsque les quantités sont semblables , la soustraction 
f*opère iauixédiatementsur les coefiiciens. 

Si de 5a on retranche 3a y il Tient pour reàte % a, 

' Jk* regard de la soustraction des polynômes , il faut 
distinguer deux cas : i''. Si la quantité' à soustraire a 
tous ses termes afFectés dt^ signe +^ il faut évidem- 
ment leur donner le si^e — , puisqu'on doit retrancher 
successivement toutes les parties de la quantité à sous- 
traire. 

Si , par exemple, de5a — 9&-|-aCy on veut ôter 
a d + 2t ê -f if y il faudra écïire 

. . , 5 a: — gè^-ûc — aJ — 3 e — 4/- 

â*. Si la quantités soustraire a des termes affectés d« 
signe — j il faut leur donner le signe -|- En effet, si de 
la quantité a,, on voulait ôter b — c, et qu'on écrivit 
d*abord a — b ^ on aurait diminué ainsi a de la quan- 
tité b toute entière -, mais la soustraction ne devait s*ef^ 
fectuer qu'après avoir diminué préalablement ^ de la 
quantité c: on a dont été de trop cette derrière quantité, 
qu'il faut par conséquent re^tuer avec le signe -(-, ce 
qui donnera pour le vrai résultat , 

tt^— 6 + c. 

. -«^- - ■ • • ■ -- ♦ _ 

C% raisonnement , qu'on peut appliquer à tous les c» 
serablabtes , ttiontre que leâgtie — de c adû être changé 
en «4- ; et en rapprochant ce résultat du précédent; on Con- 
clura que la soustraction des quantités cUgèbrique» s'ejU 
fectuffrun^çrivanti àlm suite d^ la quanfifédont 6» veul 
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soustraire une autre , cette autre ^ après en avoir changé 
les signes -j- e» — ^ et les signes — en -f.. 

Lorsqu'on a écrit le résultat que donne d'abord la 
règle énoncée plus haut , on y fait , s'il y a lieu > dee ré- 
ductions conformes au précepte du numéro 19 » ainst 
qu'on le voit dans les exemples suiyans : 

i**. Soustraire de 170 + ^"^ — 9l^^4 c+ à3 d 
ia quantité 5ia«— 276+11 c — 4^ 
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Résultat ija + am — 96 — J^c-^^iSd 

— 5i a+276 — iic-|r4^ 
Opérant la réduction , cette quantité devient 

— 34^+ 2 771-}- i8i— i5c + a7cî, 
«u bien 

à m — 34a + 186 — i5c + a7 d, 

a®. Soustraire de b ac-^iab-^^bc^'^il^am 
la quantité iam — afli -|"iiac-*7ccf. 



Résultat 5ac-*-8a6 + 9 &c*-4^^ 

— 8am4-2a&— *iiac-t-7C€i?. 

Opérant la réduction , il vient 

— 6ac — Gaè-l-gi c-^ iaam«+»7crf, 
«Il 96 c — 6ac — 6û6 — iaam + 7ci£. 

De la multiplication des quantités algébriques, 

21. Tant qu'on n'envisage dans les lettres que les 
valeurs numériquéS des quantités dont «lies tiennent la 
place , on doit se former de la multiplication algébrique 
la même idée que de la multiplication arithmétique 
i^Arithm, ai, 66). Ainsi, multiplier ^parh^c' est comr 
foser avec la quantité représentée par a ^ une autre quonr» 
tité y de la même manière que la quantité représentée 
far h l'^st avec l'unité, 

- On a'déjà £a}t connaître dans lei numéros a et 7^ \ti 

C 5 
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signes dont on est convenu pour indiquer la* multiplica- 
tion \ et le produit de a par b s'écrirait en conséquence 
«oit par a X i , ou par a : b^oM enfin par ab. 

On a le plus souvent besoin d'indiquer plusieurs mul- 
tiplications successives y comniie celle de a par b y puis 
du produit a frpar c , puis de- ce dernier produit par d^ 
et ainsi de suite. Dans ce cas il estiévident que le deniier 
résultat est un nombre ayant j^our facteurs les nombre^ 
Oyiy Cy d (^Antlim , aa) ; et , en généralisant la dernière 
des conv^tions rappelées ci-dessus , on indique ce pro- 
duit en écrivant à la suite l'un de l'autre, et sans au- 
cune interposition de signe, les facteurs dont il est formé. 
On a de cette manière l'expression abc d. 

Réciproquement toute expression telle que abcd, 
formée de plusieurs lettres écrites immédiatement à la 
suite les unes des autres y désigne toujours le produit 
des nombres représentés par ces lettres. _ 

J*ai déjà fait tacitement usage de ces conven- 
tions j dans lesquelles les coefficiens numériques sont 
aussi compris, puisqu'ils sont évidemment facteurs de la 
quantité proposée . En effet y i5 abcd^ désignant la quan- 
tité aicdprise i5 fqis , exprime aussi le produit des cinq 
facteurs i5, a, b , Cy d. 

22. Il suit de là tjue pour indiquer la multiplication 
de plusieurs monômes, tels que /^abc y 5defy Zmn^H 
•faut écrire ces quantités à la suite les unes des autlres ,- 
•sans interpositioTï de signe , et il viendra 

J^ab c^defZmn', 

'mais comme on a fait Voir en arithmétique, n® 82 , 
qu'on pouvait intervertir comme on voulait l'ordrie des 
facteurs d'un produit, sans que la valeur de ce produit 
chang;eât', on pirofite de cette circonstance pour rap- 
procher les facteurs numériaues , dont la multiplication 
-peut s'effectuer par les règles de l'arithmétique i on 
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conçoit donc le produit comme indiqué dans Tordre 
4 • 5 . 3 a & c c2 efm n \ et eiFectuant la multiplication dei 
nombres 4> 5 ^ 3 ^ on aura seulement 

£0 abc defm n (*). 

* fl3. L'expression d'un produit s'abrège beaucoup lors^ 
qu'il contient des facteurs égaux. Au lieu d'écrire plu* 
^eurs fois de suite la lettre qui représente un de ceé 
'facteurs , on ne la met qu'une fois, et on marque par un 
nombre combien de fois elle aurait dû être écrite comme 
facteur; mais parce que ce nombre indique des multi- 
plications successives ^i] doit être soigneusement distingué 
du coefficient , qui n'indique que des additions ; c'est 
pourquoi on. le place à la droite de la lettre » et un peu 
au-dessus , tandis que le coefficient est toujours écrit à 
la gauche de la lettre et sur là même ligne. 

D'après cette convention , le produit de a par a , qui 
serait indiqué , suivant le numéro ai , par aa, devient 
a^. Le 2 supérieur marque que le nombre désigné par la 
lettre a est deux fois facteur dans l'expression proposée , 
qu'il ne faut par conséquent pas coufondre avec a a , qui 
n'est que l'abréviation de a+û« Pour bien sentir rerreur 
que l'on commettrait en prenant l'une pour l'autre, il 
suffit de substituer des nombres aux lettres. Si l'on avait, 
par exemple, a = 5, aa deviendrait a.5 = ia, et 

En continuant cette marche , on verra que pour dési- 



(*) L'usage des symboles alge'briqaes abr^eam beaucoup la d«S- 
monstration de cette proposition , j'ai cru devoir la rappeler ici au 
moyen de ces symboles. 

Si Pou ëcrit le pvoduît a h ed^ comme il suit zmhe xàe X/'t 
et qu'on change Tordre des deux facteurs du produit d e pour avoir 
9d\j4rithm, yj)y il viendra aùe X cdX/on •b^9df, H est 
évident qu'on pourra, par de nouvelles décompositions, amener tel 
changem«iitqu'oH voudra dans Fordre^ dès factcun du produit pr*^ 
{losé. 

C4 



Jgnçr un* produit dans lequel a serait trois fois facteur , U 
faudrait écrire a'', au lieu de aaa-, de même a^ repré- 
sente un produit dans lequel a est cinq fois facteur , ou 
équivalent à aaaaa, 

â4- Les produits formés ainsi par des multiplications 
successives d'une quantité^ sont appelé» en général puû'» 
sànces de cette quantité. 

La quantité elle-même , ou a^ se nomme la première 

puissance. 

La quantité mul tipliée par elle-même ^ ou iziz , ou bien 
€^ , est la seconde pu^s&ance , qu*on appelle aussi le 
quarré* 

La (}u^tité !ilv1ti|f>]iée deux fois de suite par elle- 
tnètne ^oiXaaayOïx bien o^^ est la troisième puissance^ 
qu'on appelle ausài cube (*). 

Bii général , une puissance quelconque se désigne par 
le ii6mbre de facteurè égaux dont elle est formée : a*, ou 
bien actaàa , est la cinquième puissance de a. 

Pour montrer l'application de ces dénominations , je 
prendrai le nombre .3 > et j^aurai 

i*"^ pAiMafièe 5 

Q^s 5.5= 9 

o»j. •<•.•« û »o ,o -^ 9 ' "~~ / 

4« 5.5.5.3=^07.5=: 81 

5^.*.^*.... 3. 5J5. 5. 5=81 .5^:^:243 
<tc. 

Le nombre qui marque la puissance d'un autre , se 
iiotumé exposant de cet autre. 
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(^) Les dënominatioiM de quatre et de cuhe^ tenant h des considc- 
•rations géométriques , et rompant runiforraitë dans la nomenclature 
,(|v produits formes par des facteurs égaux , sont très^mpropres eu 
Algèbre \ mais on les emploie fréquemment «k cause de leur bricycle. 
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JLi'exposaAt , lorsqu'il est égal à l'unité, ne l'écrit point : 
a est la même chose que a^. 

On voit par ce qui précède , que , pour former une 
puissance d'un nombre ', il faut multiplier ce nombre 
par lui-même une fois de moins qu'il n'y a d'unités dans 
l'exposant de la puissance, 

25. Puisque l'exposantmarque le nombre de facteurs 
égaux qui forment Texpression dont il fait partie , et 
que le produit de deux quantités doit avoir pour facteurs 
tous ceux qui forment chacunede ces quanjdtés^ il s'en- 
suit que l'expression cfi , dans laquelle a est 5 fois fac- 
teur , multipliée par l'expression c? , dans laquelle a est 
3 fois facteur , doit donner un produit dans lequel a soit 
8 fois facteur , par conséquent ex{nîmé par a* , et 
qu'en général le produit de deux puissances du même 
nombre doit avoir pour exposant la somme de ceux du 
multipli$finde et du multiplicateur, 

ù6. Il suit de là que lorsque' deux monômes ont des 
lettres communes, on peut abréger l'expressiondu produà 
de ces quantités y en ajoutant tout de suite les exposans 
des lettres semblables du multiplicande et du multipli- 
cateur. 

Par exemple , l'expression du produit des quantités 
a* b^ceta^b^d^d, qui serait a^P ca^b^c^dy suivant 
les conventions du numéro 21, s'abrège en assemblant 
les facteurs désignés par la même lettre , ce qui 
donne 

a^aM^l^cffd, 



d'oii on conclut 


• 




a^b*(?d,. 


en écrivant 


■ 




tfi au lieu de û* tt^ 




b^ au lieu de b^ 6* 


•. 


c^ au HeMfe c c* ou de^ c' c*. 
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27. De même qu on distingue les puissances par le 
nombre de facteurs égaux dont elles sont formées , on 
classe aussi les produits quelconque^ par le «lombre des 
facteurs simples ou premiers qui les forment , et je don- 
nerai à ces classes le nom, de degrés. Le produit a* b^ c 
sera. , par exemple , du G^ degré, parce qu'il renferme 
6 facteurs simples , savoir : 2 facteurs a, 3 facteurs b et 
1 facteur c. Il est évident qutf les facteurs a, i et c , re- 
gardés ici comme premiers , ne le sont qu*eu égard à 
r Algèbre^ qui ne permet pas de les décomposer; mais 
ils peuvent représenter d'ailleurs des nombres composés : 
il ne s'agit ici que de leur état général (*). 

Les coefliciens exprimés en ncnnbres ne comptent 
point dansF estimation du degré des quantités algébrique»;^ 
çn n*a égard qu'aux lettres. 

Il est évident (121 , aS) que lorsqu'on multiplie deux 
monômes l'un par l'autre , le nombre quimarqflb le degré 
du produit est la somme de ceux qui marquent le degré 
de chacun de ces monômes. 

528. La multiplication des quantités complexes se ra- 
mène à celle des quantités monômes, en considérant à 
part chaque terme du multiplicande et du multiplica- 
teur, de même qu'en arithmétique, on opère en particu- 
lier sur chaque chiffre des nombres qu'on se propose de 
multiplier {Arithm, 33) ; la réunion des produits par- 



(*) Par nnc suite de Panalogie indiquée dans la note de la page 4^, 
on appelle communément <i//iftfra/iofii ce que je nomme degrés. L'ex- 
pression rapportée ci-dessus aurait, dans lé langage ordinaire, 6 di- 
mensions. Cet exemple prouve bien Fabsurdité de Pancienne nomen- 
clature, établie sur ce queles produits de a ou de 3 facteurs mesurent 
les aires des surfaces et les volumes des corps , qui ont deux ou trois 
dimensions; mais passé ce terme, la correspondance entre les 
expressions algébriques^ et les fibres géométriques cesse, puisque 
retendue ne peut avoir plus donpls dimensious. 
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tiek compose J^ produit total : mais l'Algèbre présente 
une drconstance qui ne se trouve pas dans les nombres. 
Ceux - ci n'ont point de termes 4 retrancher , ou de 
parties soustractives 5 les unités , dixaines , cen- 
taines , etc. qui les forment^ sont toujours censées ajou- 
tées entre elles, et alors il est bien évident que le produit 
total doit se former de la somme des produits de cloaque 
partie du multiplicande par chaque partie du multipli- 
cateur. 

H en est de même lorsqu'il s^a^t des expressions litté- 
rales dont tous lès termes sont assembléspar le signe -|-. 

Lé produit jde a ^b. 
multiplié par c ; . 

est ûc-4-fcc, 

et s'obtient en multipliant chaque partie du multipli- 
cande par le multiplicateur , et en ajoutant les deux 
produits partiels a c et bc. Si le multiplicande con- 
tenait plus de deux parties , l'opération serait toiljours 
la même. 

Lorsque le multiplicateur est la somme de plusieurs 
termes, il est visible que le produit se compose de la 
somnie des produits du multiplicande par chaque terme 
du multiplicateur. 

Le produit de a -f- i 
multiplié par ^ "h^ 

{ac -^ b C 
+ad+bd; 

car en multipliant d'abord a -f & par c , on obtient 
a c+ b c, puis en multipliant a -|- 6 parle second terme d 
du multiplicateur, on trouve a d -f- 6 d, et la somme de 
Ces deux résultats donne aa+bc + ad'{-bd pour le 
total. • 

ag. Lorsque le multiplicande contîient des parties 



^ousti'actiye^ , lès produits de ces partie^ar le maltipii^ 
catenr doivent êtrç retranchés dea autres , c'est-à-dire , 
aiFectés du signe — . Par exemple » 

le produit de a — b 
multiplié par c 

est aç—bc\ 

car chaque fois qu'on prend|:a toute entière la quantité a, 
quraurait dû être diminuée de b avant la multiplication , 
€>n prendra de trop la quantité b ; le produit a c, dans 
lequel a tout entier est pris autant de fois que le marque 
le nombre c, surpassera par conséquent le produit cher- 
ché de la quantité b , prise autant de fois que le marque 
le nombre c, ou du produit b c : il faudra donc tetran* 
cher ic de ac, ce qui donnera, comme ci-dessus,: r 

tic — bc. 

. Le mçme raisonnement s'appliquerait à chacune des 
parties soustractives du multiplicande, quel qu'en fut le 
nombre , et quel que fût celui des ternies du multiplica^ 
teur, pourvu qu'ils fussent tous affectés du signe +. 
En observant que les termes qui n'ont pas de signe souj 
censés avoir le signe + , on voit par ces exemples que 
les termes du multiplicande affectés du signe + , donnent 
un produit partiel affecté du.signe -|-, tandis que ceux 
qui sont affectés du signe — , en donnent un affecté du 
signe -r. Il suit de là que lorsque le multiplicateur par- 
tiel a le signe + , le produit partiel a le même signe que 
le multiplicande partiel. 

So. Le contrairealieuquandle multiplicateur contient 
des parties soustractives ; les produits formés par ces par-^ 
tijîs doivent être pris avec un signe contraire à celui qu'ils 
auraient , d'après la règle précédente. On s'en convaincra 
par l'exemple suivant. 
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Soit le multiplicande a-^b 
le multiplicateur c — cl 



le produit serA {^^d+i^î 



ear lé produit du multiplicande par le premier terme c 
du multiplicateur, sera, par l'exemple précédent, ac — bc; 
mais en prenant c tout entier pour multiplicateur , au 
keh de é diminué de djOh prend la quantité a — 6 au^ 
tant de fois xle tr^p que te marque le nombre d; ainsi ] 
le produit ac — bc surpasse celui qtfon chérclie du pro- 
duit de i^*^i par d. Or ce dernier est, par ce qui pré- 
cède^ ad^^hd\ et pour le retrancher du premier, il 
faut «n changer les âgnes. (ao) : on aura donc 
a c — À c — a ti»4* b d pour le résultat demandé. 

3i. En résumant les conséquences des exemples ci-^ 
deasue, on en conclura que la multipiicfftiQndes poly^ 
nomes ^'effectue en nudtiplicmt successfvm^nt , selon lès 
règles données pour les monômes ( i^® ' â i ~^q6) , tous lés 
termes dumultiplicandepar chaqueterme du muUiplica^ 
teur, et en qbservant que si le multiplicateur partiel a le 
signe -i-fle produit partial doit avoir lemémesigne que 
le multiplicande partiel^ et le signe contraire^ ^i le tnulr 
iiplicàteur partiel a le signe — . 

Si on développe les dilf érens cas de cette, dernière 
règle > on trouvera, ^ 

i**. Qu'un terme ayant. Je signe -f*, mpltiplié par ub 
terme ayant le signe '«-f- ^ donne un produit qui a If 
signe -j- . 

3**. Qu'un terme ayant le signe — , multiffié par'un 
terme ayant le sig;ne -{-^ donne un prqSfit -quLra le 
signe — . " . 

* . 3*V 4^^im tomiè -ayaift)e.i9Sgne -f-, -miiltîplré par tir 
terme aj^aat k atgne «^ , domie «m prodcFif epû''«f le 

Mg^.rr* ... ♦... ^. •--•■- 
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4**. Qu'un tenne ayant le signe — j multiplié par tin 
terme ayant le signe -^ , donne un produit qui a le 
signe -4-. 

Ce tableau fait voir que lorsque le multiplicande et le 
multiplicateur partiels ont le même signe y le produit a 
le signe -^., et que s'ils onii des signes differens, leprQr. 
duitalèsigne — . ,:■.,.. 

Afin ie faciliter la pratiqi^ .de la multiplication dei 
polynomea , voici la récapituletion des règles qufl faut 
suivre dans cette^ opération;. 

1^. Déterminer le signe de ' chaque produit partiel 
d'après la règle ci-dessus : c'est la rôglé des signes. 

a*. Former le coefficient éh- faisant le produit , de 
ceux du multiplicande et du multiplicateur partiels 
( ââ) •* c'est la rè^e des coefficiens. 

• 3^. Ecrire à la suite les unes dès autres toutes les lettres 
différentes 'f contenues dans le multiplicande et dans 
le multiplicateur partiels (ai) : c'est la règle des lettres.* 

4^« Donner aux lettres communes au multiplicande 
9t .ttu rhuîtiplïcateur partiels ,ûn eocposant égal à la 
sonime de ceux qu'elles ont dans ce. multiplicande 
9t dans ce multiplicateur (a5) .• c'cfSt la règle' dés ex-^ 

posans. 

■" r , ■ ..'... •...■■. 

^22. Vexémple ci-dessous oIFre Tappliçatio^ de toutes 
ces règles. , . ^ ' 

Multiplicande Sa^—a a^ b^^^^a^^' ' " ' 
Multiplîtatcur a^..-^ a^i+s js ' 



I.' 






' u ' • • 



Résultat réduit 5a'-.aaa«6+i aa^ia^^^^^^^^ai^^^.^ 

La [Nreçijère ligne des produits partiels contient ceux 
de tousles termes du mulUpiicande par le premier ternie 
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a' du multiplicateur *, ce terme étant ceasé avoir le 
signe -f-^ les produits qu'il donne ont les mêmes signes 
que les termes correspondans du multiplicande (3i). 

Le premier terme 5a^ du multiplicande ayant le 
signe 4- , on n'écrit pas celui du premier produit parti^I^ 
qui serait aussi -)- ] le coefficient 5 de o^ étant multiplié 
par Te coefficient 1 de c?, donne 5 pour celui du produit 
partiel ; la somme des deux exposans de la lettre a 
étant 4+3 ou 7 : le premier produit partiel est donc 5a'. 

Le second terme— 220^ & du multiplicande ayant le 
signe — , le produit a le signe — ; le coefficient a de 
a' b , niultiplié par le coefficient 1 de o^ , donne a pour 
coefficient du produit; l'exposant de la lettre a , corn— 
jdiune aux termes qu'on multiplie , est 3 -)- 3 ou G, et on 
écrit à la suite la lettre b , qui ne se trouve que dans le 
multiplicande partiel : le second produit partiel est donc 

Le troisième terme -{-4^ b^ donne un produit partiel 
affecté du signe -f- , et que , par les règles appliquées 
aux deux termes précédens , on trouve de + 4^b^. 

La seconde ligne contient les produits de tous les 
termes du multiplicande par le second terme — 4 ^ ^ du 
multiplicateur ; ce dernier ayant le signe — , tous les 
produits qu'il donne doivent avoir des signes contraires 
i ceux des termes correspondans du multiplicande : les 
ooefficiens , les lettres et les exposans se forment comme 
dans la ligne précédente. 

La troisièngie ligne enfin renferme les produits de tous 
les termes du multiplicande par le troisième terme -^ab^ 
du multipUcateur ; ce terme ayant le signe + , tous les 
produits qu'il donne ont le même signe que les termes 
correspondans du multiplicande. 

Après avoir formé tous les produits partiels dont se 
compose le produit totale on examine attentivement ce 
dflmier ^ peur voir s*U ne renferme pas des termes sem- 



48 É L r. M E N s 

blables. Lorsqu'il en contient, on les réduit, suivant la 
règle du numéro 13 , en observant que deux termes ^ 
pour être semblables, doivent contejcHrnpn-seulementle» 
mêmes lettres , mais encore afFçctées des mêmes expo- 
sans. Dans Texemple ci-dessus, il y a trois réductions ,. 
savoir : • 

. — 2a®6 et-^aoû^ , ce gui donnis -— saa^i 
. + ^a*}f iet -f 8 a^i^, ce qui donne .+-12 a^i* 
— iS^i^i^ et-f-ioo+è^, cequidonne — Ga*i^. 

pBS réductions étant effectuées , on a pour résultat la 
dernière ligne de l'exemple.* 

• VoiciTBncore, pour exercer \e lecteur , un exemple de 
multipUcadon , qu'il est facile d effectuer d*a)M:è8 ce qui 
{ffécède. 



'. i . 



Multiplicande. 
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53. Les procédés de la multiplication font voir que si 
tous les termes du multiplicande sont du même de- 
gré (27), et que ceux du multiplicateur soient aussi 
du même degré , tous les termes du produit seront du 
degré marqué par la somme des nombres qui désignent 
le degré des tçrmes dé chacun des facteurs. 

Dans le premier exemple^ le multiplicande est du 
quatrième degré , le multiplicateur du troisième ; le pro- 
duit est du septième. 

Dans le second ^exemple, le multiplicande est du 
sixième degré, le multijplicateur du troisième^ le produit 
est du neuvième;. 

Les expressions comme celles qu'on vient de rappeler, 
dont tous les termesr sont du même degré ^ se nomment 
expressions homogèms. La remarque (|u'on vient de faire 
Sur leurs produits , est utile pouç prévenir les erreurs 
qu'on pourrait commettra en oubliant quelques-uns des 
facteur^ dans les multiplications partielles. 

54. Les opér^tioQs algébriques eifectuées s^ir des 
quantités littérales , l^ssaàt voir comment les diverses 
parties de ces quaBtités concourent à la formation 
des résultats ^ font souvent connaître des propriétés 
générales des noijobres, indépiuidamment d'aucun sys- 
tème de numération. Les iQultiplic^tions ci -après con- 
duisent à des consjâquences de cf genre très-remar- 
quablet^ «t d'unf fippUc^tioa ^quiente dans la suites 



a—b 

a^^ab 
- ai— 6» 

a»— i* 



t)^ A L 


G E- 


B r. E. 
û + 6 


5i 


* 






b + b 




• 



a^^Qù^b-^ab^ 
û3^3a6*+3a6^+A3 



La première, de laquelle il résulte que I9 quantité 
b + t , multipliée par a — ô , donne a* — t* , fait voir 
que si on tnultiplie la somme de deux nombres par leur 
différence , té produit sefa la différence des quarrés dé 
ces nombres. 

' Si Ton prend , par e:^emple y la somme 1 1 des nombres 
7 et 4 > qu'on la multiplie par la différence 3 de ces 
nombres; le produit 3 X 1 1 ou 33 sera égal à te diffé- 
rence entre 49 , quarré de 7 , et 16 , quarré de 4« 

Par le second exemple , dans lequel a -f- 6 est deux 
fois facteur, on apprend que la seconde puissance, ou le 
quarré y d'une quantité composéede deux parties ^ Siethf 
contient le quarré delà première partie y plus le double du 
produit de la première pùrtie par la seconde y plus le 
quarré de la seconde. 

Le troisième exemple , où on a multiplié la seconde 
puissance de a+ A par la première , montre que , la troi-^ 
sième puissance, ou le cube, d'une quantité composée de 
deux parties , renferme le cubé de la première yplu^s trois 
fois le quarré de la première multiplie par Ig. seconde , 
plus trois fois la première multipliée par le quarré de la 
seconde , plus enfin le cube de la seconde. 

D a 
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scta premier terme lo a^b^ ne peut être que le produit 
du premier terme du diviseur par le troisième du quo- 
tient ; et par conséquent ce dernier s'obtiendra en divi- 
sant , l'un par l'autre , les monômes lo a^6^ et 5 a*. Le 
quotient 26^, étant multiplié par tout le diviseur, four- 
nit des produits^ dont la soustraction épuisant le dividende 
partiel , prouve que le quotient n'a que trois termes. 

S'il avait dû en avoir un plus grand nombre y on let 
aurait évidenmient trouvés comme les précédens ; et si , 
comme on le suppose , le dividende a pour facteur le 
diviseur , la soustraction du produit de ce diviseur par 1« 
dernier terme du quotient , doit toujours épuiser le der- 
nier dividende partiel. 

43. Pour faciliter la pratique des règles trouvées ci- 
dessus^ 1**,. On dispose le dividende et le diviseur comme 
pour la division des nombres , en les ordonnant l'un et 
l'autre par rapport â une même lettre, c'est-à-dire, en 
écrivant leurs termes de manière que les exposans de cette 
lettre aillent en décroissant ; 

a®. On divise le premier terme du dividende par lepre-^ 
■mier terme du diviseur , et on écrit le résultat à la place 
marquée pour le quotient; 

3°. On multiplie tout le diviseur par le qwotient partiel 
qu'on vient de trouver, on le retranche du dividende, 
et on fait la réduction des termes semblables ; 

4**. On regarde ce reste comme un nouveau dividende 
dont on divise le premier terme par le premier terme du 
diviseur; on éa'it le résultat commeun second terme du 
quotient , et on poursuit l'opération sur ce terme comme 
ci-dessus , jusqu'à ce que tous les teimes du dividende 
soient épuisés. 

En observant qu*un produit a le même «igné que le 
multiplicande , lorsque le multiplicateur a le signe -+• > et 
rju'il a, dans le cas contraire, le signe — (3i), on en con- 
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dut que lorsque le dividende paHiel et le premier terme 
du diviseur ont le- mém^ signe , le quotient doit avoir le 
signe •+-', et s'ils ont des signes contraires, le quotient doit 
avoir le signe — : c est la règle des signes. 

Les divisions partielles s'effectuent par les règles don- 
nées pour les quantités monômes. 

On divise le coefficient du dividende par celui du di% 
' viseur f c^est la règle des coefficiens. 

07^ écrit au quotient les lettres communes au divî^ 
dende et au diviseur, avec un exposant égalàladiffé^ 
rence de ceux dont elles sont affectées dans ces deusc 
termes , et enfin les lettres qui ne sont qu'au dividende i 
ce sont là Les règles des lettres et des exposant. 

43. Pour appliquer ces règles aux quantités 

f 

qui m'oût servi d'exemple, plus haut y on les disposera 
comme s'il s'agissait d'eff^ectuer la division arithmétique. 



Dividende. 
5a7— aaa«i-J.i3a56»— 6a*65— 4a5M+8a*i» 
— 5a7+ s^éb'-J^h^ . • 



Diviseur. 
5a<— aa»i+4a*Z^* 



Quotient. 



Reste — aoafii+Sa^i»— 6a*i3-.4a3M+8a^6S 
+aoa«i— 8a5i*+ 1 Go^ft^ 

reste • J^ioaM^^-Z^b^^a^b^ 

— 1 00*^3+40^^—80*45 



Reste 



Le signe du premier terme 5o' du dividende étant le 
même qu€^ celui de 5 a*, premier terme du diyiseur ^ on 
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deTTait mettre + au quotient; mais comme il s'agit dtf 
premier terme ,- on omettra ce signe. 

En divisant 5 cû par 5 a*, on a pour quotient û^, que 
l'on écrira sous le diviseur. 

Multipliant successivement les trois termes du divi- 
seur par le premier terme c? du quotient^ et écrivant \tn 
produits sous les termes cqrrespondans du dividende ^ 
après avoir changé les signes de ces produits pour les 
retrancher (î2o) , on fondera la .quantité 

dont on fera la réduction avec le dividende; et on 
obtiendra pour reste 

— 20 <i*i^H.8 o^ i^ — 6 a* fc5 — 4a^ 44 + 8 û*i^ 
En continuant la division sur ce reste , le premier terme 
-^ ao a^ 6 , divisé par 5 a^y donnera pour quotient — 4 ^^ ^> 
ce quotient ajaut le signe — , à cause«que le dividende 
et le diviseur sont de signes dilFérens. En le multipliant 
partons les termes du diviseur, etchang-ant les signes^ 
on formera la quantité 

+20066— 8Vi* + i6a*63^ 

dont on fera la réduction avec le dividende , et on ob- 
tiendra pi9iH: reste < 

4. ioû^i3^4a3M+8a*i^ • 

Divisant le premier terme de ce nouveau dividendi» 
partiel , 1 o a* J9 ^ par le premier terme 5 ^ du diviseur ; 
multipliant par le résultat + 26^ tout le diviseur ^ écri-* 
vant les produits sous le dividende partiel , en observant 
de changer leur ^ne , et faisant la réduction , iUïe resta 
rien , ce qui montre que -f- 2 è^ est le dernier terme 
du quotient cherché , lequel a par conséquent pour ex- 
pression c? — 4 û* ^ + ^ ^^• 

44* Il est à propos de remarier que dans la divi^on , 
les multiplicatioixs 4^8 diiTérens termes du quotient par 
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le diviseur , produisent souvent des termes qui ne s» 
trouvent pas dans le dividende , et qu'il faut diviser en- 
suite par le premier terme du diviseur. Ces termes sont 
ceux qui se sont détruits lorsqu'on a formé le dividende 
par la multiplication de ses deux facteurs , le quotient 
et lé diviseur. Voici im exemple remarquable de cea 
réductions : 

Soit o^ -<- i^ à diviser par a — b : 

Division. Multiplication. 



a?^b^ 



a — b 



c^^ab^b" 



^^b — b^ 
— €^b+ab^ 



^ab^—b^ f 
—ab^+b^ 



a '^ b 



résultat a^— -i^ 



Le premier terme cfi du dividende , divisé par le premier 
terme a du diviseur , donne pour quotient a*; en multi- 
pliant ce quotient par le diviseur, et changeant les signes 
des produits, on trouve — a^'-\-'a''b : le terme — a* 
détruit le premier terme du dividende ; mais il reste le 
terme a^b', qui ne se trouvait pas d'abord dans le divi- 
dende. Puisqu'il contient la lettre a, on peut le diviser 
par le premier terme du diviseur , et on obtient -f- a &. 
Multipliant ce quotient par le diviseur , et changeant les 
signes des produits , il vient — a* A -f- ab'^ : le terme 
--a^ b détruit le précédent ; mais il reste le terme 4* o. b^^ 
qui n'était pas non plus dans le dividende. Qu'on le divise 
par a, on aura pour quotient -f- b^> multipliant te quo- 
tient partiel par le diviseur, on aura, en changeant les 
si^es ^ — a 6* -jrj^ t ^^ premier terme -^ab^ détruira I9 
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précédent , et le second + b^ détruira le dernier terme 
— 6^ qui restait du dividende. 

Pour bien comprendre le mécanisme de la division, 
îl suffit de jeter les yeux sur la multiplication du quotient 
c* -f" ^ ^ + ^ P^ l6 diviseur a — b , placé à côté de la 
division précédente • on verra que tous les termes repro- 
duits dans les divisions partielles sont ceux qui se dé- 
truisent dans le résultat de la multiplication. 

45. Il arrive quelquefois que la quantité par rapport 
à laquelle on ordonne, se trouve à la même puissance 
dans plusieurs termes , soit du dividende , soit du divi- 
seur. Dans ce cas , il faut ran'ger dans une même colonne , 
ou biBn écrire immédiatement à la suite les uns des 
autres , ces termes , en observant de les ordonner entre 
eux par rapport à une autre lettre. 

Soit — a^i*+6M— a»c+— ay-^aV+fcS-f 2Wc»+a*M 
a diviser par a* — fc* — d*. 

En ordonnant la première de ces quantités par rap- 
port à la lettre a, on placera dans une même colonne les 
termes — o^ô^et+aa^c*, dans une autre les termes 
-f- û* i* et — a* c* ; enfin dans une dernière colonne les 
trois termes -|- i*/-)., 2M c* , -if- i* ^^ en les ordonnant 
par rapport à la lettre i, comme on le voit àla page suivante. 

Le premier terme — a^ du dividende étant divisé par 
le premier terme a* du diviseur , donne pour premier 
terme du quotient — a*; formant ensuite les produits de 
ce quotient par tous les termes du diviseur, changeant 
les signes de. ces produits pour les retrancher du divi- 
dende , en plaçant dans une même colonne les termes 
affectés de la même puissance de a, il vient , après la' 
réduction des termes semblables, le 1®' reste , qu'on 
prendra pour second ^dividende partiel. 

Le premier terme — 2 a* i* de cç nouveau dividende 
étant divisé par a*, donne pour le second terme du quo- 
tient,-^!! a* i*-, formant ensuite-les produit» de ce quo- 
tient 
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tient par tous les termes dii diviseur, changeant les signée 
de ces produits pour les retrancher du dividende partiel ^ 
en plaçant dans Une même colonne les termes affectés dé 
la ihêiiie puissance de a , il vient après la réduction des 
tenàes semblables , le a* reste , c^'on prendra pour un 
troisième dividende partiel. 

L'opération se (continue de la même manière siir le 
â^ reste et sur les Suivans ; on trouvera encore trois 
termes ^u quotient. Le dernier étant multiplié par tous 
les termes du diviseur, donne des produits gui, re- 
tranchés du 4^ reste, le détruisent en entier; la division 
se fait dbnc exactement , et par conséquent le divisent 
Isst facteur du dividende. 



i«' reste— 2a4^*+a*M+/>s 

44a46^-^îia»M 
^ -~ ^cfb^c^ 

a* teste -J-o^c»— a*M + b^ 

^îKrt*c*-t-2Mc» 



— a*— aa»^— M 



teste 






— a«i*c^+aMc» 

4. b'c^ 
4û«M — i^ 

— Me* 



4* reste 



— Mc4 



o o 

£/ém. d^ Algèbre. 7* édition. 
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46. On facilite quelquefois la division en décompo-- 
sant à vue une quantité dans ses facteurs* Si Ton avait , 
par exemple, 8 a^ — 4û^^* + 4û^ + 2a^ — 6*4-1 à 
diviser par ;a a? — 6* +^1 , ce diviseur formant les 
trois derniers termes du dividende , il suffirait de 
chercher s*il est facteur des trois premiers; mais 
ceux-ci ont visiblement pour facteur commun /^a^ , car 
Sa^—4(^b''+4i^z=4a?(^2i^^b^+i).?ar cette 
obseryation , le dividende deviendrait * 

4aHaa3 — è*+i) +aa3— i»+i, 
ou (aa^^ — i*+i)(4a34- 1): 

la division s'effectuerait donc sur-le-champ , en suppri-- 
mant le facteur qc? — 6^+ ^ égal au diviseur^ et le 
quotient serait 4 «^ + i • 

L'habitude du calcul algébrique suggère une foule de 
remarques de ce genre , par lesquelles on abrège les 
opérations. 

En s' exerçant beaucoup , on parvient aisément à re- 
connaître les décompositions en fac^urs ; on les rend 
souvent très-évidentes, lorsqu'au lieu d'effectuer les 
multiplications qui se présentent^ on ne. fait que les in- 
diquer. 

Des fractions algébriques. 

fyj' Lorsqu'on applique le procédé de la division al- 
gébrique à des quantités dont Tune n'est pas facteur de 
Ihautre , on connaît l'impossibilité de l'effectuer , parce . 
qu'on parvient, dans la suite des opérations, à un reste 
dont le premier terme ne peut être divisé par celui du 
diviseur. En voici un exemple : 






a* + b* 



a-i-b 



1 «' reste a'^b — a6=* -f- a i * 



fi* reste — ab'^-j-b^ 
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Lepl^eMier terme — à 6* du second reste ^ ne peut se 
diviser par a*, premier terme du diyiseur; ainsi la di- 
vision s'arrête à ce point. On pourrait , comme en 
Arithmétique > joindre au quotient a -f- 6 , la £ractioa 

N-— — ~^, ayant pour numérateur le rerte, et pour 

dénominateur le diviseur ; et le quotient serait 

On voit aisément que la division doit s^wrtiter quand 
on parviéM â un reste dont le premier terme ne contient 
èa lettre par rapport à laquelle on a ordonné , qu*à une 
puissance inférieure à çeUe de la même lettre dans le 
premier terme du diviseur, 

48. Lorsque la division algébrique de deux quanti- 
tés ne peut s'effectuer, l'expression du quotient reste 
indiquée sous Une forme fractionnaire ^ en prenant 
le dividende pour le numérateur tt le diviseur pour le 
dénominateur -, et pour l'amener au plus haut degré 
de simplicité possible , il faut chercher si le dividende et 
le diviseur n'ont pas des facteurs communs , pour les 
supprimer (38). Mais quand il s'agit de polynômes , les 
facteurs communs ne se découvrent pas avec la même 
facilité que dans les monômes ; on ne les trouve en gé' 
néral qu'en cherchant , par une méthode analogue à celle 
qu'on adonnée en Arithmétique pour les nombres^ le plus 
grand commun diviseur des denx quantités proposées. 

On ne saurait assigner lea grandeurs relatives des ex- 
pression? algébriques , tant qu'on ne donne point des 
valeurs aux lettres qu'elles renferment ; la dénomination 
de plus ^and commun ^{f'.'f^eur, appliquée à une quan- 
tité, ne doit donc pas être prise tout-^-fait dans le même 
sens qu'en Arithmétique. 

En Algèbre^ il faut entendre par le plus e;rand diviseur 

£ a 
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commun de deux expressions , celui de leurs divkedty 
comrauns qui renferme le plus de facteurs dans tous 8ti9 
termes y ou qui est du degré le plus élevé l^ay). Sa dé^ 
termination repose , comme en Arithmétique , sur ce 
principe : Tout diviseur commune deux quantités y doit 
diviser le reste de leur division, 

La démonstration qu'on en a donnée dans le n^ 61 
de l'Arithmétique , devient plus claire lorsqu'on y em- 
ploie les symboles algébriques. En effet, si Ton repré- 
sente par J9 le commun diviseur, les deux quantités pro- 
posées pourront être exprimées par les produits AD et 
£Dy formés du diviseur commun et du facteur par le- 
quel il est multiplié dans chacune de ces quantités. Cela 
posé, si Q désigne le quotient entier, et R\e reste que 
donne la division àe AD par BD ^ on aura 

AD = BDXQ-^R{^Arith,Qi)\ 

divisant ensuite par*Z>les deux memlM*es de cette équa-* 
tion^ on obtiendra • 

et puisque le premier memln'e , qui dans ce cas doit êtrer 
composé des mêmes termes que le second , est entier^ il 

R 

faudra que yr se réduise à ime e^qnression sans diviseur, 

c'est-à-dire cpie R soit divisible par D. 

D'après ce principe, on commencera, comme en Arîth-* 
métique , par chercher si l'une des quantités n'est pas- 
elle-même diviseur de l'autre ; si la division ne se faià 
pas exactement, on divisera le premier diviseur par le 
reste, et ainsi de suite , et celui des restes qui divisera 
exactement le précédent , sera le plus grand diviseur 
commun des deux quantités proposées: mais il sera né- 
cessaire d'apporter dans les divisions indiquées , des-at-' 



d'algèbre. 69 

tentions <pii tiennent à la nature dee quantités algé- 
bricpes. 

On ne doit d*abord chercher le diviseur conunun do 
deux expressions algébriques, que lorsqu'elles ont de9 
lettres communes ; il faut en choisir une , par rapport à 
laquelle on ordonnera les expressions proposées , et on 
prendra pour dividende celle où cettie lettre aura le plus 
haut exposant : l'autre sera le diviseur. 

Soiept les deux quantités 

qui sont déjà ordonnées par rapport i la lettre a; oa 
prendra la première pour dividende , et la se(50nde pour 
diviseur. Il se présente, dès le commencement de l'opé- 
ration^ une difficulté qu'on ne rencontre point dans les 
nombres , c'est que le premier terme du diviseur ne peut 
<£viser exactement celui du dividende , à cause des fac- 
teurs 4 et 6 de l'un^ qui ne sont pas dans l'autre. Mais 
la lettre b étant commune à tous les termes du diviseur^^ 
sans l'être à tous ceux du dividende , il s'ensuit ( 4^ ) 
que b est'JEacteur du diviseur et ne l'est point du divi- 
dende ; or tout diviseur commun à deux quantités ne 
peut se composer que des facteurs qui sont communs à 
l'une et à l'autre ; donc, s'il existe un tel diviseï^* entre les 
deux.quantités proposées, il ne peut se trouver que parmi 
les facteurs de la quantité 4^* — 5a6 + 6* qui resta 
quand on a supprimé A, de la quantité 4 fl* b — 5 a i^-f- Vi 
ainsi la question se réduit à chercher le plus grand com-^ 
mun diviseur des deux quantités 

4a*— 5a 6 +6*. 

^ Par la même raison qu'on a pu supprimer dans l'une 
des quantités proposées^ le facteur b qui n'entifait pa» 
dans l'autre ^ on peut aussi introduire dans celli^-ci ua 

E3 
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nouveau facteur , pourvu qu'il ne soit point facteur é» 
la première. Par cette opération, le plus grand commun 
diviseur de ces quantités, qui n*est formé que des facteurs 
communs à toutes deux, ne sera point altéré. Je profi-^ 
terai de cette remarque pour multiplier la quantité 
5 a^ — 3 a*i ^* c i*-^ i^ par 4 , qui n'est point facteur 
de la quantité 4 o* — 5 a t + i* , afin -de rendre possible 
fa division du premier terme de Tune par le premier 
terme de l'autre. 

J'aurai de cette manière pour dividende la (Quantité 
pour diviseur la quantité 

et le qupti^t partiel sera S^a. 

Multipliant le divistnr par ce quotient, et retranchant 
le produit du dividende , il viendra pour reste 

3a*fr + ûi»— 443; 

qusintifé qui, d*après le principe posé au commencement 
deçètâitiéle, doit encore avoir avec 4 a* — 5ab^b^, 

le même plus grand diviseur commun que la première. 

• ■■»■•' 

' Profitant de» remirque» faites plus haut , je supprime 
\ê fyfst^vx by commun à tous les termes du reste cir-dea>^ 
8US , ^ )e le joaultiplie par 4i ^^ de rendre possible Iq. 
divietfHi'de son premier terme par celui du diviseur. J'ai- 
l^ort.pour dividende la quantité 

i2a'+4ab—i6b^, 

et pour diviseur la quantité ' 

le quotient partiel est 3. 

Multipliant le diviseur .par le quotient, et retranchaut 
le produit du dividende , on a pour re^^te 

ic^ab-^iç^b^ 
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et la qa^tion est réduite à chercher le plus grand divi- 
seur commun entre cette quantité et 

4a»_5aft + &*. 

Mais la lettre a^ par rapport à laquelle se fût la division, 
n'étant plus dans le reste qu'au premier degré ^ tandis 
qu'elle est au isècond dans le diviseur, c'est celui-ci qu'il 
faut prendre pour dividende , et on doit faire du restele 
^viseur. 

Avant de commencer cette nouvelle division, je sup- 
prime du diviseur igai— igi^le facteur 19 b , com- 
mun à tous ses termes, et qui n'est point facteur du divi- 
dende ; j'ai donc pour dividendff a quantité 

4 a* — 5 ai + 6*, 
et pour diviseur 1 

a— b, 

La division s'opère exactement ; ainsi, a — - & est le plus 
grand diviseur commun demandé. 

En remontant depuis la dernière division jusqu'à la 
première, on prouverait aussi à posteriori y que la 
quantité a— -£ doit diviser exactement les deux quantités 
proposées, et qu'elle doit être lapins composée de celles 
qui peuvent le faire -, et en divisant par a — i les deux 
quantités proposées, 

3a'— 3a*i + a6*— i^ 4a*A — Sai^-f-i^^ 

on les décompose ainsi qu'il suit : 

(3a*+fr*) (a— .6), {^ab — I^) {a-^b). 

4g . Lorsque la quantité qu'on prendpour diviseur con- 
tient plusieurs termes où la lettre, par rapport à laquelle 
on a ordonné , se trouve au même degré, il y a ime at- 
tention à avoir, sans laquelle l'opération ne saurait se 
terminer. En voici un exemple. 

Soient les quantités 

a*6-f*^^"~^* ai — ac\-f-eP; 

E4 ■ 
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81 on prépare ^opération çomine pour une diyisioa or4i': 
paire , 



— 0^6 + 0" c — ad" 



ab — ac+^ 



a 



reste a*c-f-ac*-r-ad*— d^. 

^ divisant d'abord a* b par a6 ^ on trouve pour cpio-- 
tient a\ multipliant le diviseur p^ ce quotient, et re- 
tranchant les produits^ du dividende , le reste contiendra 
un nouveau ternie ^ ovl a sera au s0cond d^gré , savoir ^ 
c*c provenant du produit de — ac par. a. L*opératioa 
n'aura fait de cette manière aucun progrès ; car en pre- 
nant le rfpte (^c-\-a c*-» qd^--^(P pour dividende , et 
le multipliant par b^ pour rendre possible la division par 
^z & , on aura 



c^bc + ubd'^^abâ' — bd^ 
'T^a^bc-j-a^ c* — acdf 



ab — àc-^d^ 



aç 



reste a^c^'+abc' — acd" — abà" — bd? 

et le terme -r a c reproduira encore un terme a* c*, où 

a sera au 2^ degré. 

Pour éviter ces inconvéniens , il faut observer que le 
diviseur ai — ac-|-^:=îû(6 -r^c) + d% en réunissant 
les termes a& — ac en un seul ; çt fanant, pour abréger 
le? calculs , i — c= zn, on aura pour diviseur a zn + c?. 
•Mais alors il faudra multiplier tout le dividende 
A^b *^ a(f — i cP par le facteur m , afin d'avoir un nou- 
veau dividende dont le premier terme soit divisible par- 
la quantité am y formant le prenûer terme du diviseur;^ 
^'opération deviendra 

er* iwi-|-ae*TO — cP m j am-^à^ 
— a^bm''^abâ^ \ ai+c^ ' 

^ w 

!«' reste — a6d*-|- çd'm — d?m 
— aç*m— c*rf* 
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Cette fois, les termes aiFectés de a^sontôtés du dÎTi- 
(]ende , et il nj reste plus que les termes affectés de la 
première puissance de a. Pour les faire disparaître , on 
divisera d*abord le terme a(^m par a m, et il viendra 
pour quotient p^ ; multipliant lé diviseur par le quotient , 
et reti-anchant les produits du dividende , on aura le 
qI^ reste ; prenant ce a® reste pour un nouveau dividende, 
on y supprimera le facteur ^, qui n'^ point facteur c(u 
diviseur, il viendra 

^pLon multipliera de nouveau par m, et on aura 



r^^^bm-^b d^ 
reste -f id*---c*m — dm^ 



^b 



Le reste icP — c^m — rf/n* de cette dernière division 
Q^ contenant plus a, il s'ensuit que s*il existe entre les 
deux quantités proposées un coniiQun diviseur^ il est 
indépendant ^e la lettre o. 

Parvenu à ce point, on ne peut plus contmuer la divi- 
sion par rapport à la lettre a ; mais on observera que s'il 
existe un commun diviseur indépendant de a entre les 
quantités fcJ*—c* m — rf/n* et ani'^â^y il faut qu'il 
divise séparément les deux parties a m et ci* du diviseur ; 
car en sénéral, si une quantité est ordonnée par rapport 
aux puissances de la lettre a, tout diviseur de cette \ 
quantité, indépendant de a , doit diviser séparément les 
^antités qui multiplient les diverses puissances de cette 
lettre. , - 

Pour s*en convaincre, il suf&t de. faire attention que , 
^ang ce cas^^ chacune des quaatitéf proposées doit être 



, 
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le produit d'une quantité dépendante de a ^ et du divi- 
seur commun qui n'en dépend point. Or^ fii Ton a , par 
exemptd^ Texpression 

Aa^ + Bà'^+Cc^ + Da + E, 

dans laquelle les lettres Jl, B, C, D, E, désignent des 
quantités quelconques indépendantes de a, et qu'on ]a 
multiplie par imé quantité M aussi indépendante de a , 
le produit 

MJa!^+MBc^+MCa^+MDa + ME, 

ordonné par rapport à a , contiendra encore les mêmes 
puissances de a qu'auparavant ; mais le coeflicient de 
chacune de ces puissances sera un multiple de M. 

Cela posé, si Ton remet pour m la quantité (i — c) 
que cette lettre représente , on aura les quantités 

a(i— c) + rf»; 

©r il est visible que b — cet rf* n'ont aucun facteur com- 
mun : donc les deux quantités proposées h'ont point de 
diviseur commun. 

Si l'on n'avait pu reconnaître à la seule inspection 
qu'il n'existait pas de diviseur commun entre b — c et rf*, 
il aurait fallu chercher leur plus grand commun divi- 
seur , en les ordonnant par rapport à une même lettre , 
et s'assurer ensuite s'il pouvait diviser aussi la quantité 

JcP^c* (&— e) — rf(&— c)>. 

So. Aulieti de remettre ^ la fin de Vopérationà décou-*- 
vrir le plus grand commun diviseur, indépendant de la 
lettre par rapport à laquelle on a ordonné les deux quan-. 
tités, il est plus commode de le chercher d'abord, parce ' 
que le plus souvent les restes de chaque opération par- 
tielle se comptiqQent à mesure qu'on avance^ et le calcul 
devient de pfais em^plus pénible. 
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Soient , par exemple > kès quutitét 

a*6 + c6* + 5^— a*c — aie— i*c; 

après les avoir ordonnées par rapport à U Uttre a^ 09 
qui donnera 

j*obserye d'abord^ que si elles ont un diviseur commiui 
qui soit indépendant de a, il faut qu'il divise enpartîca^ 
Her chacune des quantités qui multiplient les diverses 
puissances de a (4g) , ainsi que les quantités M c* *— i* ç^ 
et 6^ — J* c , qui ne renf érmentpoint cette lettre. 

La question est donc ramenée à trouver les communs 
diviseursdes deux quantités i* — c* et 6 — c, età vérifier 
ensuite si , parmi ces diviseurs, il s'en trouve qui puissent 
diviser en même tempâ 

fc3_jc» et i*— 6ç, bic'^l^c^ et P^b^c. 

En divisante*-— c* par A— c, <m trouve un quotient 
exact b-\'C\ b^^-c est dpiio âiviseur commun des qudn* 
tités b^ — *(f et 6— c , qui visiblement n'en peuvent avoir 
d'autres, puisque la quantité b^^c n est diirôible que 
par elle-même et par Tunité. Il faut donc s'assurer si 
b — c divise les autres quantités rapportées ci-<lessus , 
ou bien s'il divise en même temps les deux quantité» pro** 
posée^ c'est ce qm arrive en effet, et il vient 

(6+c)a*+(6»+ic) a3+i»c* + i»c', 

a^^ba'\-b^ 

Pour amener ces dernières expressions au plus haut 

degré de simplicité possible , il convient d^essayer si la 

première uest pas divisible par 6-|-c; cette division 

étant effectuée, réussit, et Ton n'a plus qu'à chercher le 
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commun diviseur de ces quantités fort simples : 

a4+.4a»-|-A*c", 

En opérant sur celles-^i^ comme le pfeschtla règle^ oit 
parvient^ après la seconde division, à un reste contenant 
la lettre a à la première puissance seulement , et commo 
ce reste n'est pas le commun diviseur , on en conclut que 
la lettre a ne fait point partie du commun diviseur cher-^ 
ché^ qui n'est composé par conséquent que du seul fac-« 
teuri— c. 

Si y outre ce commun diviseur , on en eût trouvé 
Ma autre dans lequel fût entrée la quantité a, il aurait 
fallu multiplier ces deux diviseurs l'un par l'autre pour 
obtenir le plus grand commun' diviseur cherché. 

Ces remarques suiSront , dès qu'on aura acquis un peu 
d'habitude dans l'analyse , pour parvenir , dans tous les 
cas, au plus grand diviseur conmiun; et oa trouvera 
sans peine que les quantités 

6 «5+ i5a*ft — 4a3c*— ioa*6c% 

ont pour plus grand commun diviseur la quantité 
3a*— a G». 

5 1 . Les quatre opérations fondamentales^ c'est-à-dire, 
l'addition, la soustraction, la multiplication et la divi- 
sion, s'eiFectuent sur les fractions algébriques comme sur 
les fractions aridunétiques, en obse]prant seulen^fipt de 
suivre dans les opérations prescrite^ par les rèpls de 
l'Arithmétique , les procédés indiqués ci^dessus à l'égard 
des quantités algébriques. 'Je me bornerai donc à rappe- 
ler ici ces règles, en donnant un exemple de l'applica- 
tion de chacune; je commencerai, ccmime j'ai fait en 
Arithmétique, par la multiplication et la division des 
, fractions, parce qu'elles n'exigent aucune transforma,- 
tion préparatoire, / 
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1*. Pour la niultiplicatioii^ on a 

j X c=y (^Arithm. 53), 

3a\ Pourladiyisioii, 
jà diviser par c, donne r-our X - (Aritim. 64, 70); 

jà diviserpar^, donne rX-^r- {Arithm. jZ). 

3". Le^fractionsT, ^>étantréduite8aiimémedéBO« 

minateur^ deviennent respectivemenf 

ad hc , . , j ^ 

Ï3' 23 C^''^*"»- 79)- 

Les fractions 

a o « g 
l' 3* 7* *' 

par la même rédaction ^ deviennent respectivement 

adfh cbfh ebdh ^bdf 
bdfh' TSfît' bdfh' bdfK 

5â. J'ai donné dans le nmnéro 79 de rArithmétiqnef ^ 
un procédé pom* parvenir dans certains cas à un déno- 
minateur plus simple que celui' qui résulte de la règle gé-^ 
nérale ; les symboles algébriques en facilitent beaucoup 
l'application^ ainsi qu'on va le voir. 

Par exemple , si l'on a les deux fractions t-> r-p 3 

est facile de voir que les deux dénominateurs seraient lea 
mêmes ^ si /" était facteur du premier, et c facteur dil 
second : on multipliera donc les deux termes de la pre- 
mière fraction par/*> et les deux teiiaes delà second» 
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par c , ce qui donnera les fraction» v-*^ et j—y, , plus 

, ahf ^ bcA , ,^ ,. 

simples que T-r^-j, et t , -t., «juon aurait en multi-< 

pliant par les dénominatetirs primitifs. 

En général, on rassemble en un seul produit, pouf 
en composer le dénominateur commun, tous lesfacteurÉ 
différent que contiennent les dénon^inat^rs desfrao^ 
lions proposées; et il ne reste pbis qu^à multiplier le nU" 
métateurde chaq^Jhution par les facteurs dece pro* 
duit, qui manquent dans le dénominateur de la fraction. 

AfaiiC, pftrie]Qeiiipi«> les f réactions Tsr*> jrf> — > J® 

forme le produit i^-c/gf; \û maitiplie h numérateur de 
la première fraction psocfjg, celui de la seconde par 
b cg, celui de Ik tifoisième par b^f, et j'obtiens 

^jfS bcd g b^'^f 

53. La somme des fractions 

abc 
d d d* 

qui ont le même dénominateur ^ ou 

« 

La différence des fractions 

a b . . 

3 ** 3' 

qui ont le même dénominateur^ ou 

a b a— fr 
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Xi'entier a joint à la fraction - ^ ou l'expression 

b ac h ac+b , ^ .^, « ^ 
c + -= 1 — = • — (^ntftm. 81). 

^ c c c c 

De même l'expression 

b ac b aC'^b 

c Ç c 

Réciproquement ' 

,, ac-i^b ac . b ^ h 

1 expression =- f- - = c + "• > 

c V w V 

„ atk'^b ac b b 

1 expression ■ = — — - = a— -. 

'^ c c c c 

Les termes des fractions précédentes étaient monômes; 
mais si on avait des fractions dont les termes fussent des 
pol}momes^ il n'y aurait qu'à effectuer par les règles 
données pour les quantités coàipl^Kes, les opérations in- 
diquées sur les monômes : c'est ainsi que Ton a 

Q^+&* a-^& _ (fl*+&*) (g — &) 

Le quotient de la fraction 

û* + i* ,. . . a — 6 

— • — s- diyisée par % , 

c -f-a "^ c — a 

c«4-&> ^— d! _ (Qi> + ^«) (cvrf) 

«f*^ c + d ^ a—b~ ic + d) (a— 6) ' 

_ a^c + î^c—d'd—b^d 
"^ ac-^ad — bc-^hà 

et ainsi des autres opérations. 

54- Lorsqu'on possède bien tout ce qui précède > •& 
peut résoudre une équation du premier degré , quelque 
compliquée qu'elle soit. 



/• 
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Si Y on avait , par exemple > réqnation 

(a+b) (x — c) . .j ac ' 

a — b oa^b 

on conimencerait paj" faire disparaître les dénomina- 
teurs, en indiquant seulement les opérations; il viendrait 
alors 

= 2a:(a — b) (3a-)-6) -^ac (a — 6)} 
puis eiFectuant les m'ultiplicatians , on trouverait 
3a'x^4^bx + b''X'--5a!'è--^4abç — è*c 

G a* a: — ^abx — ai^o;— a*c + a6 c : 

bransposant dans un seul membre tous les termes afFebtéfT 
àt Xy on obtiendrait 

— • 3a« x+ 8 afto? + 3 i*i; 
5= a a*c + 5 aftoif^ 6>c— 12 a*i +8 ôi* + 46^y 

d*où Ton conclurait enfiii 

aa*c4-5a6c + fi*c-^i2d*6-f 8âé^+463 

bes questions à deux inconnues , *et des quantités 

négatives, 

55. Dans les questions résolues ptécédemment , on n'a 
fait entrer qu'une seule inconnue , au moyen de laquelle 
on a exprimé , aveo les quantités cqpnues , toutes les 
'conditionddçjaquestiqn* Il est souvent plus conimoâe 
pour quel^es-unes de ces questions, d'employer deux 
inconnues ; mais alors il faut qu'il y ait, explicitement 
ou implicitement , deux conditions fkur former deux 
équations , san& quoi , on ne pourrait déterminer en 
même temps les deux incôiinùes. ' 

Jja question du numéro 3 , surtout comme elle est 
énoncée dans le numéro 4> se présente naturell^erit 

avec 



y 
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avec deux inconnues , savoir, Tun et l'autre des nombres 
cherchés. En^eiFet , si Ton désigne 

le plus petit par x, 

le plus grand par y , 

leur somme par a ^ 

leur différence par 6, 
on aura, par Ténoncé de la question, 

y—x=b. 

/chacune de ces deux équations, considérée seule, n« 
peut déterminer absolument Tune des inconnues. Si de 
la seconde, par exemple, on tire la valeur de^, ell« 
donnera 

valeur qui semble d'abord ne rien apprendre sur ce 
qu'on cherche, puisqu'elle contient la quantité Xy qui 
n'est pas donnée \ mais si , à la place de l'inconnue y 
qu'elle représente , on la met dans la première équation , 
cette équation ne renfermant plus alors que la seuls 
inconnue x , en donnera la valeur par les procédés déJ4 
enseignés. 
On aura en effet , par cette substitution, 

ou a X *f* 6 = û > 
ou enfin xz=l ; 

et mettant cette valeur de j; dans celle de y^ qui est 

6 -j- X , on obtiendra • 

j: I ^À I û— * a + 6 
j * a a 

on' aura donc, pour les deux nombres inconnus, les 
mêmes expressions que dans le numéro 3. 

Il est facile de voir, en effet, que la solution ci-des- 
sus ne diffère point , quant au fond , de celle du n** 5* 
Elém, d* Algèbre. 7* édition. F 
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seulement j*ai posé et résolu' la seconde équation 
y — x = 6, que je m'étais contenté d'énoncer, en 
langage ordinaire dans le numéro cité, et j'en avais 
conclu , sans calcul algébrique , que le plus grand 
nombre était a; + è. 

5S. Soit encore cette question : 

XJn ouvrier travaillant chez un particulier pendant 
IQ jours y et ayant eu avec lui, pendant les 7 premiers 
jours sa femme et son fils ^ a reçu j^ francs; il a tra- 
vaillé ensuite chez le même particulier 8 autres jours , 
sur 5 desquels il a eu avec lui sa femme et son fils , et il 
a reçu pour ce temps 5o francs. On demande combien il 
gagnait par jour pour sa part, et combien gagnaient en- 
semble dans le même temps , sa femme et s on fils. 

Soit X le gain journalier du mari , 
y celui de la femme et du £ls. 

13 jours d'puy;rage du mari produiront 12a:, 
7 de la femme et du fils vaudront y y ; 
on aura donc, par la première circonstance du pro- 
blème , 

12x4-7^=74. 

8 jours d'ouvrage du mari produiront 8 x , 
5 j ours de laf enime et du fils vaudront 5 y ; 

on aura donc , par. la seconde circonstance du pro- 
blème , 

8 a?+ ^y = 5p. 

En raisonnant ici de même que dans la question pré- 
cédente , on prendra la valeur de y dans la première 
«quàtion , %t on aura 

74— 12X 

^ 7 
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on mettra cette valeur dans la seconde , en la multipliant 
par 5j puisqu'il y a Sj' , et il viendra 

7 
équation qui ne renferme plus que la seule inconnue x. 

En la résolvant , on aura successivement 

5SX + 370 — 6ox=35o, 
370 — 4^^=55o; 

passant — 4 ^ ^^^^ ^^ second membre ^ et 35o dans le 
premier , on obtiendra 

370 — 35o=4x 
âo=4^ 

A **^ 

5z=x, 

Connaissant x , qu'on vient de trouver égal à 5 , si on 
met cette valeur dans la formule 

74 — iQoc 

le second membre deviendra connu , car on aura 
74 — 12X5 74—60 14 

y rzi — ^ / I .1.- — ^ . ^ : — «2 • 

•^7 11" 

ainsi ^ = 2. 

L'honmie gagnait donc 5 francs par jour, tandis que 
la femme et le fils n'en gagnaient que 2. 

67. Le lecteur aura peut-être remarqué qu'en résol- 
vant plus haut l'équation 370 — 4^=35o , on a fait 
passer 4^ dans le second nombre. On en a usé ainsi pour 
éluder une petite difficulté qui aurait eu lieu sans cela, et 
dont voici l'éclaircissement. 

En laissant 4 ^ clans le premier membre , et passant 
370 dans le second > on aurait 

— 4*=^35o — 370; 

F a 
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et téduisant le second membre suivant la règle du n® 19^ 
il serait venu 

— 4^= — 20. 

Mais puisqu'on a évité dans le numéro précédent le 
aigne — »• qui aiFecte la quantité /^x, en passant cette 
quantité dans Tautre membre ; que pareillement la quan- 
tité 35o — 370 est devenue 370 — 35o en changeant de 
membre^ et enfin qu'une quantité en passant ainsi d'un 
membre dans un autre, change de signe (10), il est 
évident qu'oin peut parvenir aux même» résultats ^ en 
changeant immédiatement le signe des quantités — 4^^ 7 
^ 35o — 370, ce qui donnera 

4a?=i= — 360+370, 

ou 4^=370 — 35o, 

équation qui est bien la même chose qu« 

370 — 35o=4^. 

On peut même n'opérer le changement de signe qut 
sur le dernier, résultat 

et il vient alors , comme plus haut , 

4a:=20. 

Il suit de là qu'on pourra transposer indifféremment 
dans un membre ou dans l* autre , toutes les quantités 
affectées de l'inconnue; on observera seulement de chan-* 
ger en même temps les signes dans les deiiaf membres du 
dernier résultat, lorsque l'inconnue sera affectée du 
signe *^» . 

58. Avant d'entreprendre , par le moyen des lettres, 
la résolution générale du problème du numéro 56, je vais 
examiner encore un cas particulier. Je suppose queU 
première somme reçue par l'ouvrier soit 46 fr^, et la se- 
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fïonde 3o fr. , les autres circonstances demeuvant d'ail*» 
leurs les mêmes ; les équations de la question seront 

8a? + 5^ = 3o. 
La première donne 

AS 12 07 

•^ 7 

multipliant cette valeur par 5 pour mettre le résultat à la 
place de 5 y dans la seconde , on aura 

g^ 23o-6o^^3 . 

.7 
faisant dispar^utre les dénominateurs^ on obtiendra 

5S a: + aSo — 6oa:=aiQ| 
ou 5S X — 6oa;= aïo — a3o, 

ou •-*4^='~'^o; 

et changeant les signes des deux membres, d'après la 
ren^arque du numéro précédent, on trouvera enfin 

4a: = ao, 

Si l'on substitue dans rexpre09ion de y àla place de x^ 
ft^ valeur 5 , il viendra 

46 — eo 

et réduisant le numérateur de la valeur dey , oq aura 

y— — -^• 
7 

lAaintenant, comment faut-il interpréter le signe '— qu| • 
aiFecte la quantité isolée i4? Om conçoit bien ce quq 
c'est que l'assemblage de deux quantités séparée» par ta 
signe — -, lorsque la quantité.à soustraire est plus petita 
que cfeUe dont on doit la retrancher ; mais^de quoi peut-* 
t)n retrancher une quantité qui n*est jointe à aucuBO 

F 3 
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autre dana le membre où elle se trouve ? Pour éclair- 
cir cette espèce de paradoxe , le meilleur moyen qui 
s'offre , c'est de remonter aux équations mêmes qui ex- 
priment les conditions de la question \ car tenant de plus 
pt'ès à son énoncé , on y lira mieux les circonstances qui 
ont amené la difficulté présente. 

Je reprends donc F-équation 

je mets à la place de x sa valeur 5 , et il vient 

60+77=45. 
La seule inspection de cette-équation y fait reconnaître 
une absurdité. £n effet ^ il n*est pas possible de former 
le nombre 46 en ajoutant quelque chose au nomb^re 60^ 
qui seul surpasse déjà 46* 

Je prends aussi la seconde équation 

et mettdfit; è au U^u de ^ , je trouve 

4o-f-5^s=.3çi 

même absurdité que tont-àJ'lieure, puisqu'il faudrait 
que Je iiombrt 3o pût «e fprmtr en ajoutant quelque . 
cliose au nombre 4o. 

Or les quantités i^x ouSo dans la première équa- 
tion , 8 a; ou 40 dans ïa seconde , expriment ce que 
gagne l'ouvrier par son seul travail ; les quantités yy et 
6y rêj^é^eâteht les geins attfibués à safemkâe et à son 
fils ; tandis que les nombres 46 et 3o désignent la somme 
donnée pour le salaire commun de ces trois personnes : 
on doit bien vt^ir à présent en quoi consiste l'absurdité. 

ï>'aprè» l'é^ncé , l'ocvrieF gagnerait plus à lui seul 
qfxû ne le fait aidé de sa femme et de spn fils ; il est 
dpnc impossible de consâàé)^ l'argent attribiié au travail 
i^e la femme et du fil« ctHuiae augmeAtaat le ^aire de 
cet ouvrier. 
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Mais si , au lieu de prendre l'argent attribué à la 
femme et au fils comme un gain , on le regardait comme 
une dépense faite par eux à là charge de ToVivrier , alors 
il faudrait retrancher cet argent de celui que Fhomme 
aurait gagné seul y et il n y aurait plus de contradiction 
dansées équations^ puisqu'elles deviendraient 

60 — 7^ = 4B, 

40 — 5^ = 3o : 

en tirerait de Tune comme de l'autre y 

et on conclurait de là que si Tôuvrier gagne 5 fr. par 
jotir y sa femme et son fils lui occasionnent une dépensé 
de â fr. ce qu'on peut d*âiUeurs vérifier ainsi. 

Pour la joxurs de travail, il revient à l'ouvrier 

S^"^- X 13 ou 6a^ ; 
la dépense de sa femme et de son fils , pendant 7 jours, 
est de 

sif'- X 7 ou i^**^* ; 

il lui reste donc 46 fr- 
Pour 8 jours de travail, il revient i l'ouvrier 

5^'- X 8 ou 4of'- ; 
la dépense de sa femme et de son fils , pendant 5 jours , 
est de 

of^' X 5 ou lo^' ; 
Il lui reste donc 3o fr. 

Il est bien clair à présent qu'à l'énoncé du numéro 
56 , il faut , pour que le problème proposé soit pos- 
sible , avec les données précédentes , substituer celui-ci : 

XJn ouvrier travaillant chez un particulier pendant is 
jours y ayant ^u avec lui, les j premiers jours , sa femme 
et son fils y qui lui occasionnaient une dépense > a reçu, 
46 francs ^ •il a travaillé, ensuite, 8 autres jours, sur 
5 desquels il avait avec lui sa femme et son fils , dont il 

F 4 
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devait encore acquitter la dépense ^ et il a reçu 3o Jr* 
On demande combien il gagnait par jour , et combien 
^épeàsaient f dans le même temps ^ sa femme et son 
fils. . . 

En nommant x le gain jornualier de Totivrier , et j^ là 
dépense de sa femme et de son fils , pour le même temps ^ 
les épations du problème seront évidemment 

ix—5y = 3ô, ^ 

et étant résolues conime celles du n\iméro 56 ^^ «lle« 
donneront 

x=5^'' , j^ = a^^ 

• 

Sg. Dans tous les cac, où on trouvera pour la valeur 
de rînconnue, un nombïe affecté du signe — , on pourra 
rectifier Fénoncé de la questipn d*une manière analogue 
à la précédente , en examinant avec soin quelle est la 
quantité qui , d*^ditive qu'elle était dans le premier 
énoncé , doit devenir soustractive dans le second ; maii 
r Algèbrç dispense de toutç recherche à cet ég^d , lors- 
qu'on sait opérer convenablement sur les expressions 
affectées du signe •— j car ces expressions étant déduites 
des équations du problème , doivent satisfaire à ces 
équations : c'est - à - dire , qu'en les soumettant aux 
opérations indiquées dans l'équation , on doit trouver , 
pour le prei^er membre , une valeur égale à celle du 

fécond* Ainsi, l'expression ^, tirée des équation» 

7 

iQx+7y = 4S^, 

doit , conjointement , avec la valeur x = 5 , déduit^ 
des mêmes équations ^ les vérifier toutes denx, 
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La substitution dç la valeur de x dôme d'abord 

60 + 7^^ = 46, 

Il reste à faire la substitution de ^ àla place de y ; 

et pour cela , il faut multiplier cette expression par 7 
et par 5 , en a^ant égard au signe — • dont elle est 
alTectée, 

Si on y applique la règle des signes , donnée dans le 
numéro ^ , pour la division , on aura 

puis , par la règle des signes relative à la multiplicatioi)^ 
on obtiendra 

7X— a=— i4i 
5 X «-r 22=— 10. 
Les équations 

60 + 7^^ = 46 et 4o + 5^ = 3o, 
devenant respectivement 

60—14 = 4^ et 4° — io = 3o, 

seront vérifiées , non pas en ajoutant les deux parties 
du premier membre , mais bien en retranchant la seconde 
de la première , comme on l'a f^it plus haut, d*après 
la considération de la forme ^e ces équations. 

60. Les donnée^ du problème du numéro 58 n'ont pa:^ 
permis de le résoudre dans le sens du premier énoncé , 
c'est-à-dire par addition , ou ^ regardant comme un 
;ain Targent attribué à la présence de la femme et du 
ils de l'ouvrier ; le second énoncé ne conviendrait pas 
davantage aux données du problèiue du numéro 56« 



Ë 



Sî on voulait considérer dans ce cas^ comme expri- 
mant une dépense , les équations 



I2x^yy = j4, • 



8 X — 5 y = 5o, 
qu'on aurait alors ^ donneraient 

x = 5 et y = ~ : 

et la substitution de la valeur de x changerait d*abord 
ces équations en 

Go — 7^ = 74, 
40 — 5 y = 5o. 

L'absurdité de ces résultats est précisément contraire à 
celle des résultats du numéro 58 , puisqu'il s'agit ici de 
parvenir à des restes plus grands que les nombres 60 et 
40, dont on retranche les quantités 7^ et 5 j. 

Non-seulement 'le signe — qui affecte l'expression de 
y indique l'absurdité , mais encore il la redresse j car , 
suivant la règle des signes , 

• 7 

et — .7X— 2 = +i4 

— 5x — a = + io. 

Par ce moyen , les équations 

60 — 7jr = 74, 4o — 5y=^5o, 

devenant 

60 + 14= 74 , 40 + 10 = 5o , 
se vérifient par addition , et par conséquent les quantité» 
— jy et — 5y y transformées en + 14 , + 10 , au lieu 
d'exprimer des dépensies à la charge de l'ouvrier , sont 
regardées comme un véiîtable gain pour lui : on retombe 
donc encore dans ce cas sur le véritaBle énoncé de la 
question. 

6*1. On apprend par les exemples précédens qu'/7 
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peut se trouver dans les énonces des problèmes du pre* 
mieiÇ degré , certaines contradictions que l'Algèbre fait 
non-seulement connaître ^ mms dont^e indique encore 
la rectification, en rendant soustractives certaines quojv- 
tités qu'on avait regardées comme additives , ou addi- 
tives certaines quantités que l'on avait regardées comme 
soustractives , ou en donnant pour les inconnues des va^ 
leurs cLffectées du signe — . 

Voilà ce qu'il fout entendre lorsqu'on dît communé- 
ment que les valeurs affectées du signe —, et qu*on ap- 
pelle solutions négatives , résolvent , dans vtn sens op- 
posé à son énoncé , la question où elles se rencontrent. 

Il suit de là qu'on peut regarder comme ne formant , 
à proprement parler , qu'une seule question , celles dont 
les énoncés ^ont liés entre eux de manière que les solu- 
tions qui satisfont à un des énoncés , peuvent , par un 
simple changement de signe ^ satisfaire à l'autre. 

62. Puisque les quantités négatives résolvent, dans 
on certain sens ^ les problèmes qui leur donnent nais- 
sance , il est à propos d^examiner de plus près l'usage 
de ces quantités , et d'abord, de s'assurer de la manière 
dont il convient d'effectuer les opérations indiquées à 
leur égard. 

On a ci-dessus fait usage des règles des signes , trou- 
vées précédemment pour chacune des opérations fonda- 
mentales ; mais ces règles n'ont point été démontrées sur 
des quantités isolées. Ponurla soustraction , par exemple , 
on a supposé qu'il fallait retrancher de a l'expression 
fe — c , dans laquelle la quantité négative — c était pré- 
cédée d'une quantité positive i . A la rigueur , le raisonne- 
ment ne dépendant point de la valeur de b , conviendrait 
encore quand on auràiti=o, ce qui réduirait l'expres- 
sion b — ck-^^ c\ mais là théorie des quantités néga- 
tives étant à-la-fois Tune des plus importabtes et des 
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plus épineuses de F Algèbre , il est à propos de l'appuyer 
sur des bases solides. ^ ^ 

Pour parvenir à ce but , il faut remonter à Torigins 
des quantités négatives. 

La plus grande soustraction que Ton puisse opérer sur 
une quantité, c'est de la retrancher d'elle-même ; et 
dans ce cas , on a zéro pour reste : ainsi , a — a = o. 
Mais lorsque la quantité à retrancher surpasse celle dont 
il faut la retrancher , on est obligé de changer Tordre 
indiqué , afin d'ôter la plus petite de la plus grande \ et " 
le signe -^ dont on affecte le reste , sert à rappeler ce 
changement d'ordre. Lorsque dç 3 , par exemple , il faut 
retrancher 5 , ou qu'on a la quantité 3 — 5 , la soustrac- 
tion n'étant pas possible , on y substitue celle de 3 ôté de 
5 , et le reste 2 demeure affecté du signe —, pour mar- 
quer qu'on a changé l'ordre des nombres 3 et 5 ; ce signe 
montre en même temps que le noE{ibre 2 est ce dont i] 
s'en fallait que la dernière des soustractions possibles , 
sur le nombre 3 , n'ait pu s'opérer \ ensorte que si l'on 
eût ajouté â à la première des quantités, on aurait eu 3 
+ 2 — i- 5 , ou zéro. On exprime donc, au moyen des 
signes algébriques , l'idée qu'on doit attacher à laquan-- 
tité négative — a , en formant l'équation a — a = o , 
ou en regardant les symboles a -^ a , b --^ b ^ etc». 
comme équivalens à zéro. 

Cela posé , on conçoit que si l'on joint à la quantité 
quelconque <z le symbole 6—6 qui n'est au fond que 
zéro , on ne changera point la valeur de cette quantité , 
et que par conséquent l'expression a + 6 -^ 6 n'est 
qu'une autre manière d'écrire la quantité a \ ce qui est 
d'ailleurs évident , puisque les termes +lb et —^ 6 se dé- 
truisent. 

Mais ayant , par ce changement de forme , fait entrer 
dans la composition de a les quantités -)- & et — 6 ^ on 
vpit que pour soustraire l'une quelconque de ccsquan»* 
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tités , îl suffit de TefFaGer. Si c'est + b qu'on veut soùs-^ 
traire de a , on l' effacera , et il resf lera a — & , ce qid 
s'accorde avec la convention établie n** 2; si c'est, au 
contraire , — ft , on effacera cette dernière cjuantité , 
et il l'estera cî -f- i , comnle on le conclurait du n* *x6, 

A l'égard de la multiplication , on remarquera que le 
produit de a — a par -^ b , doit être ab — ai> ^ ps^rce 
que le multiplicande étant égal à zéro , le produit doit 
aussi être zéro ; et le premier terme étant a i , le second 
doit nécessairement être — ab y pour détruire ce pre- 
mier. 

On conclura de là que -— a multiplié par -f- b doit 
donner ^^ a b. 

En multipliant a par b — J , on atlra encore ab — ab , 
parce que le multiplicateur étant égal à zéro , le produit 
sera aussi égal à zéro ; et il faudra par* conséquent que 
le second terme soit — ai pour détruire le premier 
+ ab. 

Donc -f" a multiplié par — ; b doit donner '^^ ab. 
Enfin si on multiplie — a par b — 6 , le premier termiJ 
au produit étant , d'après ce qui précède , — a i , il fau- 
dra cjue le second terme soit -f- à i , puisque le produit 
doit être nul en même temps que le multiplicateur. 

Donc — a multiplié^ paï" — * b doit donner + a b. 
En rapprochant ces résultats , on en déduit les mêmes 
règles que celles du numéro 3i. 

Lé signe d'un quotient , combiné avec celui du divi- 
•eut , suivant les règles ptopres à lai multiplication , de- 
Tant reprodtdre le signe du dividende , on concl»ra de 
ce qui vient d'être dit , que la règle des signes, donnée 
n** 42 , convient encore au cas actuel , et que par con- 
séquent les quantités monômes , lorsquielles sont îso^ 
lées, se combinent , par rapport à leut^ signes^ de mémm 
que lorsqu'elles font partie, des polynômes* 
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Puisqu'il n*entre aucun signe — dans les valeurs dé 
jc et de ^ , il est évident que quelques nombres qu'on 
prenne poiir les lettres a, b , c , on trouvera toujouré 
pour X et pour y deux nombres affectés du signe + > 
et que par conséquent la question proposée sera toujours 
résolue dans le sens précis de soû énoncé. En effet ^ on 
conçoit facilement que dans tous les cas où deux cou-* 
riers vont en même temps Tun vers Fautre , ils doivent 
nécessâireibent se rencontrer. 

65. Je suppose à présent que les deux couriers aillent 
dans le même sens , celui qui part du point j4 courant 
après celui qui part du point B , et qui tend vers un 
point C, placé au-delà du point B , par rapport au 
point A^ 



1^ 



B R c 

Il est évident que , dans ciette hypothèse , le Couiîer 
parti du point yi ne peut rencontrer le courier parti du 
point B , qu'autant qu'il va plus vite que ce dernier-; 
et le point de rencontre R nest plus entre A etB , mais 
au-delà de B , par rapport à A. 

En conservant les mêmes données que ci-dessus , et 
en observ^ant qu'alors 

AR — BR — AB, 

pQ aura 

x^y=Q. 



La seconde équation 



b-1 



n'exprimant que l'égalité des temps employés par lé!S 

couriers à parcourir les espaces A RttB R^n^ change 

point» 

Les 
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Les deux équations ci-dessus , étaot résolues comme 
les précédentes ^ donnent 

c 
-»2. — y =2 a, hy-^cyzsiac. 



ac 



y=b=: 



c' 



et enfin 



b 'ïc abc 

c b-^c~~c{b — c)* 

^ ab 



Ici les valeurs de x et de j' ne seront positives qu*au-^ 
tant qu'on prendra b plus grand que c , c'est-à-dire 
qu'on supposera que le courier parti du point A va plut 
vite que l'autre. 

Si l'on fait, par exemple^ 

6 = ao , c±= lo, 
on a 

20 a ao a 



X 


ao— *iô 


10 




aa, 


y 


1 o a 


lo a 




«5 


ao— lo 


lO 



d'où il résulte que le point de rencontre R est éloigné 
du point A de deux fois A B, 

Si l'on suppose ensuite b pfus petit que c ; qu'on 
fasse y par exemple , 

ft = 10, c = ^o^ 

On trouve 

loa loa 

lo— ao"'~ — lo ~" ' 

ao a 20 a 

■^ lo — ao — lo 

£lém. d'Algèbre. 7» édition. ^ G 
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A B R C 

Ces valeurs étant affectées du signe — , font voir que 
la question ne peut plus être résolue dans le sens de 
son énoncé ; et en effet il est absurde de supposer que 
le Courier parti du point A , ne parcourant que 10 kilo- 
mètres par heure, puisse jamais atteindre le courier parti 
du point B , qui fait 20 kilomètres par heure , et qui 
est en avant du premier. 

^^. Cependant ces piêmes valeurs résolvent la question 
dans un certain sens ; car en les substituant dans les 
équations 

X—y~a 

b~''c' 
on a par les règles des signes 

— a + 2 a = £1 

a 2a 

10 20 ' 

ces deux équations sont satisfaites , puisqu'en effectuant 
les réductions qui se présentent , le premier membre de- 
vient égal au second *, et si l'on fait attention aux signes 
des termes qui composent la première , on verra com- 
ment il faut modifier l'énoncé de la question pour en 
ôter l'absurdité. 

En effet, c'est le chemin a, correspondant à a? et par- 
couru par le premier» courier , qui est véritablement 
soustrait du chemin 2a , correspondant à ^ et parcouru 
par le second courier • c'est donc comme si on avait 
changé y ev. x et x en ^ , et comme si on avait supposé 
que le courier parti du point B allât après l'autre! 

Ce changement dans l'énoncé en produit un dans la 
direction du chemin des couriers ; ils ne tendent plus 
vers le point C , mais du côté opposé vers le point C , 
comme le montre la figure ci-contre : 



b'k L ^ t B R È. 
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C R' A B R C 

et leur rencontre se fait en R. Il résulte de là 

ce qili donne 

^ — x = a ; ^ 

on a toujours d'ailleurs 









1= 


=f 




et 


on 


trouverait 








■ 




àr = 


ah 
c-b~ 


loa 
20—10 


û> 






y= 


ac 


20 a 


2a: 




c — b~ 


20^-10 



valeurs positives , qui résolvent la question dans le seils 
ptécis de son énoncé. 

67. Cette question présente un cas dans lequel elle est 
tout-à-fait absurde. Ce cas alieu lorsqu'on suppose que 
les deux couriers vont également vite ; il est visible que 
de quelque côté qu'on les fasse marcher , ils ne peuvent 
jamais se rencontrer , puisqu'ils conservent entr'eux l'in- 
tervalle de leurs points de dopart. Cette absurdité, qu'au- 
cune modification dans l'énonce ne peut faire disparaî- 
tre , se manifeste bien évidemment dans les équations. 

On a alors b -= c , puisque les couriers allant égale- 
ment vite , parcourent le même espace dans une heure; 
l'équatidn 

b c 

devient t=l 

b b 

et donne X = J^- 

Par-là l'équation x — ^ = a se change en 

X — a: = a, ou 0= a, 

G a 



r ^ r 
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résultat bien absurde , puisqu'il suppose nulle une quar* 
tité a dont la grandeur est donnée. 

68. Cette absurdité se montre d'une manière assez 
singulière d^s les valeurs des inconnues 

^ ab a c 

leur dénominateur b — c devenant o lorsque i= c , on a 

ab ac 

o * -^ o * 

On n'apperçoit pas aisément ce que peut être le 
quotient d*une division , quand le diviseur est zéro *, on 
voit seulement que si on prenait b très-voisin de c , les 
valeurs de x et dey deviendraient très-grandes. Pour 
s'en convaincre il n'y a qu'a prendre 

b = 6*- , c = 5k«- 8 , 

6 a _ 
on aura a;= — = 3o« 

o,2 ^ 

5,8a 

qu'on passe ensuite à 

6 =r S c = 5j9 

on aura , 

6 a ^ 
a: = — = 000. 
o,x 

5,9 a -. 

qu'on fasse encore 

iz=6, cis:5,9g 

il viendra 

6 a-» 

a; = î=6oôa. 

0,01 ' 

5,Qûa -. 
^ 0,01 ira * V 
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et on voit facilement que le diviseur diminuant à me- 
sure qu'on rend plus petite la différence des nombres, 
bet c y on obtient des valeurs de plus en plus grandes. 

Cependant ^ comme quelque petite que soit une quan- 
tité , elle ne peut jamais être prise pour zéro , il s'en- 
suit que quelque peu diiférens qu'on supposât les 
nombres représentés par les lettres b et c , et quelque 
grandes que fussent par conséquent les valeurs de x et 
de y résultantes , jamais on a atteindrait à celles qui 
répondent au cas où i = c. 

Ces dernières ne pouvant être représentées par aucun 
nombre , quelque grand qu pn le suppose , sont dites in*- 

ITh 

finies; et toute expression de la forme — , dont le déno- 

minateur est zéro , est regardée comme le symbole de 
Yinfini. 

Cet exemple montre que Y infini mbathématique est une 
idée négative , puisqu'on n'y parvient que par l'impos- 
sibilité d'assigner une quantité qui puisse résoudre la 
question. 

On pourrait demander ici comment les valeurs 

ab ac 

satisfont aux équations proposées ; car c'est une propriété 
essentielle de l'algèbre que les symboles des valeurs des in- 
connues, quels qu'ils soient, étant soumis aux opérations 
indiquées sur ces inconnues, satisfassent aux équations 
du problème^ 

N 

En les substituant c'ans les équations 



X 



G 3 
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qui répondent au cas qù 6= c , on a , par la première , 

ab ab 

o o "^ 

' ab — ab • , , 

ou = a ou ûA — a6 = ûXo. 

pu enfin 

= 0, puisque aXo = o. 

La seconde équation donne ^ dans la même circonsr 

tiince^ 

ab ab 



oXb 0x6* 

les deux membres de chaque équation devenant égaux, 
ces équations sont satisfaites. 

Il reste encore à expliquer comment la notion indi- 

, , ab 

quée par l'expression — corrige l'absurdité du résultat 

trouvé dans le n* G7. Pour cela, qn divisera par x les deux 
membres de l'équation 

on aura 

X X ' 

et comme l'équation 

x_y 

^~b 
donne x =zy , 1^ première deviendra 

a a 

1 — 1=- ou = -. 

X X' 

L'erreur consiste ici dans la quantité - , dont le second 

a? 

membre surpasse le premier , mais cette erreur deviendra 
de plus en plus petite , à mesure qu'on prendra pour x 
lin plus grand nombre. C'est donc avec raison que l'Al- 
gèbre donne pour x vtne expression qu'aucun nombre , 
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quelque ^raiid quil soit, ne saurait réprésenter, mais 
qui, venant à la suite de celles qui représentent des nom- 
bre« de plus en plus grands , indique dans quel sen^ on 
peut atténuer de plus en plus Terreur de la supposition. 

69. Si les couriers allant également vite, et dans le 
même sens, partaient du même point, leur jonction ne 
se ferait plus à un point particulier , puisqu'elle aurait 
lieu dans toute l'étendue de leur course : il est bon de 
voir comment cette circonstance est représentée par lei 
valeurs que prennent dans ce cas les inconhues x ety, 

B 

A . C 

Le point j4 et le point B étant confondus ensemble , 
on a pour ce cas , a= o , et toujours^= c ; il vient donc 

o.b o o.c o 



X 



y= 



o G «^ 00 

Pour interpréter ces valeurs , qui indiquent une divi- 
sion dans laquelle le dividende et le diviseur sont nub 
tous les deux, je remonte aux équations de la ques- 
tiork La première devenant 

X — yz=o^ donne x-=iy\ 

et substituant cette valeur dans la seconde équation , 
qui est alors 

'^ y '\ ' ^ y y 

6=i' ^'^^^°* i=î- 

La dernière équation ayant ses deux membres iden- 
tiques ^ c'est-à-dire , composés des mêmes termes, 
pris avec le même signe., est satisfaite , quelque va- 
leur qu'on assigne à ^ , et ne saurait déterminer cette 
inconnue. D'ailleurs , il est évident que l'équation 

T=T revient a a: = v, 

«t n'exprime par conséquent rien de plus que la 

G 4 
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première (*). Il résulte seulement de l'une et di? 
l'autre , que les deux couriers seront toujours en-^ 
semble , puisque les distances x et^, partent toutes deux 
du pointa, et sont égales, leur valeur restant d'ailleurs 
indéterminée, L'expression ^ est donc ici le sym-îr 
bole d'une quantité indéterminée : je dis ici , car il y a 
des cas QÙ cela n'est pas ; mais alors l'expression pro« 
posée n'a pas la même origine que la précédente. 

70. Pour en donner un exemple , soit 

Cette quantité devient f dans sa forme actuelle , lorsqu'on 
fait a= & ; mais si on la réduit d'abord à sa plus simple 
^xpression^ en 5U||^rimant le facteur a — b, oommun m 
numérateur et au dénominateur, on trouve 

a (^a '}'b') 

h ' 

ce qui donne 2 a quand a = b. 

Il n'en est pas de même des valeurs de x et de j', trou^ 
vées dans le n° précédent ; car elles ne sont pas suscep^ 
tibleâ d'être réduites à une plus simple expression. 

Il suit de Ce que je viens de dire, que lorsqu'on 
rencontre une expression qui devient |, il faut, ayant 
de prononcer sur sa valeur , chercher si le numérateur 
et le dénominateur n'ont pas , quelque facteur com- 
mun qui, devenant nul, rende ces deux termes égaux 
à zéro en mên;ic temps ; et en le supprimant , on ob- 



(*) Pour abréger le iliscours , les analystes appliquent aux 
ffquations mêmes , IMpithète d'identique.. 

Z.z=z'\ est une équation identique, 5 — 3x = 5 — 3 j: en est une 
^ o » . 

àntrc ; et quand deux équations n^cxpriment que la piéme cbo^e * 

•n (lit aussi qnç cep équations sou( identiques. 
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tiendra la vraie valeur de l'expression proposée. II y A 
cependant des cas qui pourraient échapper à cette mé^ 
tbode ; mais les bornes de cet ouvrage ne me permet-» 
•tent que de. faire remarquer \efait analytique. C'est eu 
traitant du calcul différentiel qu'on donne les procédés 
généraux pour trouver la vraie valeur des quantités quf 
deviennent | (^). 

71. Ce qui précède fait voir bien clairement que Ze^^o-t 
luttons algébriques^ ou satisfont complètement à V énoncé 
du problème , quand il est possible, ou indiquent une 
modification à faire dans l* énoncé , lorsque les données 
présentent dés contradictions qui peuvent être lesfées , 
ou enfin font connaître une impossibilité absolue, lors- 
qu'il n*y a aucun moyen de résoudre avec les mêmes 
données , une question analogue dans un certçiin sens à la ^ 
proposée, - ** 

72. Il faut remarq[uer dafls la solution des différent 
cas de la question précédente, que le changement de 
signe des inconnues x ety , répond à un changement 
dans la direction des chemins que ces inconnues repré- 
sentent. Quand Tinconnuej' était comptée de B vers A , 
elle avait dans T équation 

le signe + , et elle a pris le signe— pour le second cas^, 
lorsqu'on Fa portée du côté opposé, de B vers C, n® 65 , 
puisqu'on a eu pour première éouation 

X — ^=a. 
En effectuant ce changement de signe dans la secondcf 



(^ ) Voyez Traité du Calcul différentiel et dn Ctfle»/ intégralM 
(om. I, ou le Traité élémentaire sur le mémo sujet. 
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équation 

x_y 

on trouyerait # 

X 



b -ç' 

résultat qui n*e8t pas celui qu'on a donné dans le n^ cité; 
mais il faut observer, qup le chemin^ se compose par 
des multiples de fespace c que parcourt en une heurç le 
Courier parti du point B , et cet espace étant dirigé dans 
le même sens que l'espace y, doit être supposé de même 
signe , et prendre par conséquent le signe — • lorsqu'on 
le donne à^. On -aura par cette remarque 

X —y X y 

— »— - «/ ou — -— j^ , 

b — c b c 

II suffit donc d'un simple changement de signe pour 
comprendre le second cas de la question dans le premier; 
et c'est ainsi que l'Algèbre donne à-la-fçis la solution de 
plusieurs questions analogues. 

Le problême du n° 1 5 en offre un exemple bien évi- 
dent. On a supposé dans cet article , que le père devait 
au iilsune somme d; si on veut résoudre la question 
dans l'hypothèse contraire , c'est-à-dire , en supposant 
que le fils doive à son père la somme J, il suffira de 
changer le signe de d, dans la valeur de x, et l'on aura 

bc — d 

enfin , si on les suppose quittes Yufl envers l'autre , il 
faudra faire d=o, et il viendra 

_ bc 
a-j-b' 

Rien n'est plus aisé que -de vérifier ces deux solutions , 
en mettant de nouveau le problème en équation , pour 
«hacun des cas qu'on vient d'énoncer. 
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73. Ce n £st que pour conserver l'analogie estre les 
problèmes des n®'5GetG4, que j'ai employé deux in- 
connues dans le second. On pourrait résoudre Tun et 
l'autre avec une seule inconnue; car^ lorsqu'on dit que 
l'ouvrier a reçu 74 francs pour 12 jours de son travail 
et 7 de celui de sa femme et de son fils , il en résulte qu^ 
si on nomme j' le gain de la femme et du fils, et que de 
74 francs on ôte "jy ^ il reste J^^^jy pour la journées 

de l'ouvrier, d'où il suit qu'il gagne ^ — ^ par jour* 

Calculant de même son gain pour la seconde circons- 
tance^ on trouvera qu'il gagne ^ — ^ par jour. 

En égalant ces deux quantités , on formera l'équation 

74-r7j'_5o — 5^ 
{l 8 • 

De même , dans la question du n* 64 > 

Â "^=^^ R B 

Si X désigne le chemin AR fait par le courier parti 
du point A y BRz=za — x, sera celui du courier parti 
an point i5 en allant vers A -, ces deux chemins étant faits 
dans le même temps par les couriers qui parcourent res- 
pectivement les nombres 3 et c de kilomètres par heure ^ 

on aura 

X a— a? 

d'où 

C a? = a b — b X y 
_ ah 

î + ci 

La différence entre les solutions que l'on vient de don- 
ner çt celles de» n**' 56 et64 , ne consiste qu'en ce que l'on 
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a formé et résdula première équation par le secours du 
langage ordinaire , sans y employer l'écriture algébrir* 
que ; et il est évident que plus on pousse loin Tusi^e 
du premier procédé, moins il reste à faire avec le second. 

74. On ajoute quelquefois au problème du n* 64 > 
une circonstance qui ne le rend pas plus difficilcf. 



A R € B 

On suppose que le cowrier parti dupoini B s'est mis eu 
inarche un nombre d d heures avant celui qui part du 
jfpint A. 

Il est évident que cela revient à changer le point de 
départ du premier ; car s'il fait un nombre c de kilo- 
mètres par heure , il parcourra un espace B C=^cdeii 
<2 d'heures; et se trouvera au point C, lorsque l'autre 
Courier partira du point A, ensorte que l'intervalle des 
lieux de départ sera 

AC=AB — BC=a—cd, 

En écrivant donc a — c cl, à la place de a , dans l'é^ 
quatioa du n'' précédent , on aura 

os a^'^cd'-^x 

î= — - — 

ab — bcd 
à+c 

Si les couriers allaient dans le même sens 

A B C R 

l'intervalle des lieux de départ serait 

AC^AB-i-BC^a-f-cd-, 

le chemin parcouru par le courier parti du point A se- 
rait AR, tandis que celui de l'autre courier serait 

CR^AR^AC, 
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ou aurait donc 

b^ c 

cVoù 

ah^bcd 

75. Enoncé de cette manière^ le problème présente Un 
cas où l'interprétation de la valeur négative trouvée pourx, 
offre ^elque difficulté ; c'est lorsqu'en faisant aller lès 
couriers en sens contraire , on donne au nombre d une 
valeur telle que l'espace i^Creprésebtépar cd, devient 
plus grand que a , qui représente A B, 



C R A B 

• 

Alors le courier parti du point B se trouve en C deTauti'e 
côté de w^ , au moment où on fait partir celui-ci, vers le 
point* J& ; il 7 A donc absurdité à supposer que les deux 
couriers puissent ainsi se rencontrer. 

Si l'on avait par exemple 

ct=4oo*"*> b:=ziaf^^ c=8*^, ^==60*», 

il en résulterait c d=: 480^" , ainsi le point C serait à 
80^" au-delà du point A , par rapport au point B ; mais 
pu trouverait alors 

400.12— 6p. 8.1a 4 ^0,3 — fiq.a.ia 

^~ 8+ia ~ u-j-i 

i ao<^— 144 240 .Q 

— 5 — 5- = — 4»- 

Ainsi la rencontre des couriers aurait lieu dans un point 
R y placé à 48^" de l'autre côté du point A , mais entre 
A et C y quoiqu'il semble que le courier parti de i5, de- 
vant continuer son chemin au-delà du point C , ne pour- 
rait être joint par l'autre courier^ qu'après avoir passé 
ce point» 
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Pour connaître là question, résolue dans ce cas , il faut 
substituer au lieu de x le nombre négatif — m , dans 
l'équation qui devient 

771 a — ca-f-77t 

~ir z — ' 

ou en changeant le signe des deux membres , 

b c ' 

On Toit que le chemin parcouru par le courier parti 

C R A ' ~B 

du point iî est t d — a — m , ou ce qui reste dé A Ç, 
quand on en retranche j4 B et A R, c'est-à-dire C R \ 
et que par conséquent le courier étant parvenu au poinf 
C , a dû revenir sur ses pas de C en R, Ce retour qui 
paraît d'abord singulier , vient de ce qu'on a supposé 
que les deux couriers allaient en sens contraire , con- 
dition qui n'aurait pas été remplie , si celui qui est 
parti du point B , eût continué sa route au - delà du 
point C, C Ployez la note à la fin du volume ) . 

76. Le problême du n® 5S , étant généralisé , s'énonce 
ainsi qu'il suit : 

Un ouvrir ayant passé un nombte a de jours dans 
une maison, et ayant eu avec lui sa femme et son fils 
pendant un nombre b de jours , a reçu une somme c , 
il a passé ensuite dans la- même maison un nombre à de 
jours ; il a eu cette fois avec lui sa femme et son fils 
pendant un nombre e de jours , et il a reçu uiié sommé 
f ; o/i demande ce qu'il gat^nait par jour , et ce que 
gagnaient sa fefnme et son fils pendant le même temps. 

Soient toujours jc le prix de la îournée,de l'ouvrier et ' 
V celui de la journée de sa femme et dé son Cls ; 



t. 
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pour, un nombre a de jours ^ il aura ax y 

pouf un nombre b de jours ^ sa femme et son fils auront by^ 

ainsi 

a X '{' b y= c; 

pour un nombre d de jours ^ il aura d x , 

pour un nombre e de jours , sa femme et son fils auront 
çy, ainsi 

dx + ey=f: 

yoilà les deux équations générales de la question. 
On tire de la première 

— 7. ' 

multipliant cette ^eur par d , pour la substituer à la 
place de x , dans la seconde équation , on aura 

cd^-^bd' 

a 
€t par conséquent 

Cl 

a 

En faisant disparaître les dénominateurs de cette équa-- 
tion , on obtiendra 

c d — b dy -^ aeyT= ay^ 
d'où on conclura successivement 

aey — b dy '=^af — cd, 

af — cd 

^ ae~^bd* 

Connaissant maintenant j' , si on met sa valeur dan» 
celle de x , cette dernière sera connue ; on aura 



- cd^-'bdy 

dx= ^ . 

a 

d — bdy , - 

-+^y=f' 



c—b -^ ,j 
ae — bd 



X 



a 
Pour simplifier cette expression , il faut d*abord faire la 
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muhiplication indiquée sur les quantittij 

b et ^f=^. (5i) 
ce— -6a 

ce qui donne 

a 

puis réduire c au dénominateur de la fraction qtii Tac 
coiôpagne, et effectuer la 66u6traction de cette ftac^ 
tion ( 53 ) : il vient 

ace — bcd — abf-^bcd 

ae — b d 
07=— ' ^ 

ou en réduisant 

ace—abf 

ae-^bd ,^^ 

^== (♦). 

a 



» l i O I >» ■ I 



{*) il potiitait y avoir quelqtie difficulté sm'lé sens de cette e±prcs^ 
sion; pour la prévenir, il faut faire aUention il la barre de division 
qpi se trouve placée dans le corps de la ligne. Ainsi , dans Texpression 

IB=-^^ A représente le dividende, soit entier, soit fractionnaire y 

etJ9 le diviseur, dMu Tune et Pautre hypothèse. Diaprés cette con^ 

^ A 

vention^ Pexpression x == -^signifie ^e x est égal au qiiotient 4^14 
fraction -^divisée par J9, et Texpression «=: -^ indique pour x lu 

^nouent de ^divisé p«r la fraction ^\ cn&i on a, par Tetpression 

A^ 

O . .A B 

«= -^ le q[aoticnt de la fraction -^ divisée par là fraction -^« 

Ces remanpies font sentir .la nécessité de placer les barres con- 
Ibrmémcat au x^ëmlut qu^on se propose d'indiquer. 

En 
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En elFectuânt la division par a ( 5 1 ) ^ on trouvera 

ace — abf 



a*e — abd* 



et en supprimant le facteur ^ commun au numérateur 
et au dénominateur ( 38 ) , on aura enfin 



ae-^bd' 



Les valeurs 



^_ ce^^bf af-^^cd 

"^ae — bd* ^ ae — bd 

l'appliquent de la même manière que celles qu'on a trou- 
vées ci-dessus , pour des équations littérales à une seule 
inconnue ; on y substitue au lieu des lettres les nombres 
particuliers à l'exemple qu'on a choisi. 

On obtiendfa les résultats du ri** 5S , en faisant 

. d =;;= 8 , e = 5 , f'=. 5o , 

et ceux du n* 58 , en faisant 

d= 8, e = 5, '/=3o. 

77. Les valeurs de x et de ja ne. conviennent pas 

seulement à la question proposée , elles s'étendent à 

toutes celles qui conduisent 'à deux équations du pre-* 

mier degré à deux inconnues , car il est visible que. 

ces équations sont nécessairement comprises dans le« 

formules, 

a X + ^ y = c 
dx-^eyzi^f 

pourvu qu'on entende par les lettres a , 6 , rf et e , l'en'- 
semble des quantités données qui multiplient respecti- 
vement les inconnues x eX y y et par les lettres c etf, 
l'ensemble des termes tous connus > passés dans le se-- 
cond membre. . . 

Elém. d'Algèbre. 7* édition. H 
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De la résolution d'un nombre quelconque d'équations du 
premier degré renfermant un pareil nombre d'inconnues» 

78. Lorsqu'une question renferme autant de condi- 
tions distinctes qu'elle cofgdent d'inconnues , chacune 
»de ces conditions fournit une équation , dans laquelle 

il arrive souvent que les inconnues sont mêlées entr* elles; 
tomme on Ta vu déjà sur des problèmes à deux incon- 
nues ; mais si ces inconnues ne sont qu'au premier degré , 
on peut, ainsi qu'on l'a fait dans les numéros précéde'ns, 
prendre dans l'une des équations la valeur de l'une des 
inconnues , comme si tout le reste était' connu , et sub-^ 
stituer cette valeur dans toutes les autres équations, qui 
ne contiendront plus après cela que les autres inconnues. 

Cette opération , par laquelle on chasse une des incon- 
nues, se nomme élimination. Par son moyen, si l'on a trois 
équations à trois inconnues , oîi en déduirâ'deux équa- 
tions à deux inconnues , qu'on traitera comme on a fait 
ci-dessus ; et ayant obtenu les valeurs des deux dernières 
inconnues , on les substituera dans l'expression de la 
première. 

Si l'on a quatre équations à quatre inconnues , on en 
déduira en premier lieu trois équations à trois incon- 
nues , qu'on traitera comme il vient d'être dit ; puis ayant 
trouvé les valeurs des trois inconnues , on les substituera 
dans l'expression de la première, et ainsi de suite. 

Voici pour exemple une question qui renferme trois 
inconnues et trois équations. 

79. On a acheté séparément les charges de trois voi^ 
tures : la première qui contenait 3o mesures de seigle , 

' a^ d'orge et 10 de froment , a coûté a5o francs ; 

La seconde qui contenait i5 mesures de seigle, S 
d'orge et la de froment , a coûté iZS francs \ 

La troisième qui contenait 10 mesures de seigle,, S 
d'orbe et 4 de. froment, a coûte '^S francs ; • 
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On demande à combien revient la mesure de seigle , 
êelle d'orge et de froment? 

Soit X le prix de la mesure de seigle ^ 

y celui de la mesure d*orge , 

z celui de la mesure de froment» 
Pour remplir la première condition, on observera que 

3o mesures de seigle vaudront 3o x , 

ao mesures d'orge vaudront ^^y y 

^ j mesures de froment vaudront i o a ; 

et le tout devant faire a3o francs , on aura l'écpatioii 

, 3o a? + ^o J' + lo 2» = a3o. 

. Pom: la seconde condition^ on aura 

i5 mesures de seigle qui vaudront i5 x, 
6 d'orge ^y , 

la de froment la z « 

«t par conséquent 

i5 x + ^y 4- 12 z = i38. 
Pour la troisième condition J on aura 

lo mesures de seigle qui vaudront lo a: , 

. 5 d'orge 5^, 

4 de froment 4 * > 
et par conséquent 

* lo 07 + 5^ + 4^ = 75- 

La question proposée sera donc ramenée aux troi« 
équations 

3o X -(- ao jr + 1 o z = aSo 
i5 a: -J- 6^+13 2=138 
10 0;+ 5^^+ 4^= 75» 

Avant d'en entreprendre la résolution, j'examine s'il 
n'est pas possible de les simplifier , en divisant par un 
même nombre (12) les deux membses de quelqu'une ; et 
}e vois qu'on peut diviser tou» les termes de la pre- 
mière par 10, et tous ceux de la seconde par 3; en 
> Ha 
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elTectuant ces divisions ^ je Q*ai plus à m*occuper que 
de^ équations > 

10 jc + 5 j^ 4-421 = 75. . 

■ » 

Pouvant choisir Tune quelconque des inconnues pour 
en tirer la valeur , je prends celle de z dans la première 
équation , parce que cette inconnue n'ayant point de 
coefficient ^ sa valeur sera une quantité sans diviseur , 
ou entière -, il vient 

a = 23 — 5 X — 2^. 

En mettant cette valeur dans la seconde et la troisième 
équation , on les change en 

5 a: + ay + 92 — 12 x — S y = 4^ 
10X + 5jf + 92 — 12X — Sy zmyS; 
•t réduisant leur premier membre ^ on trouve 

92 — 70? — 6^ = 4^ 
92 — 207—^3^ = 75. 

Pour traiter ces équations , qui ne renferment plus 
que deux inconnues ^ je prends dans la première la va- 
leur de l'inconnue y ; j'obtiens 

02 — 46 — 70: 46 — 70? 
V as*^ ^ ou V =— ' * 

et par la substitution de cette valeur , là seconde équa« 
tion devient 

9^—2 o; — 3 X ^-^— = 75. 

Je pourrais faire évanouir le dénominateur 6 par la mé- 
thode ordinaire , mais j'observe que ce dénominateur 
étant divisible par 3, peut se simplifier en effectuant sur la 

fraction 2 — g-2— , la multiplication par 3 , "confornié- 

nent au &* 54 de YArithm, j'ai par ce moyen 
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En faisant alors disparàitre le dénominateur 2 , je taronre 

184 — 4 ^ — 46 + 7 ^= i5o; 
le premier membre étant réduit / il vient 

i38+3x=i5o, 
d'où on conclut 

i5o — 138 13 



X 



= ^=- ou x:=4^ 



3 3 

La substitution de cette valeur dans l'expression de 
y donne 

46^7><4 4S — 28 t8 ^ 

y- 6 -—6— =-6" ^^ y=^'^ 

et par la substitution des valeurs dé a: et de y , dans 
l'expression de z , on obtient 
z==a3 — 3x4 — 2X3 = 23 — 12 — 6 ou z.= 5 

'Il suit de là , que la mesure de seigle valait 4 fr^ncft^ 

celle d'orge 3 , 

celle de froment 5. 

Cet exemple , en même temps qu'il offre l'applicft- 
tion de la méthode du numéro précédent , doit être 
remarqué pour les abréviations de calcul qu'on y a 

pratiquées. 

80. Je vais résoudre encore le problème suivit : 

Un homme qui s'est chargé de transporter des vases 
de porcelaine , de trois grandeurs, a fait ce marché .* 
qu'il paierait autant par chaque vase qu'il casserait , 
qu'il recesrrait pour ceux qu'il rendrait en \bon état. 

On lui donne d'abord deux petits vases , quatre 
moyens et neuf grands ; il casse les m>oyens , rend 
tous les autres en bon état , et reçoit une somme d^ 
128 francs. 

H 3 



Il8 i L £ M Ë M $ 

• On lui donne ensuite sept petits vcses , trôisi moyens 
et cinq grands ; cette fois il rend les petits et les moyens , 
mais il eusse les cinq grands , et il reçoit seulement 
5 francs, 

Er\fin , on lui remet neuf petits vases > dix moyens 
et onze grands ; il casse tous ces derniers , et ne reçoit 
en conséquence que /^ francs. 

On demande ce qu'on a paye pour te transport d*un 
i>ase de chaque gfandeuf,- 

Soit X le prix. du transport d*un petit vase , 

y celui du transport d'un moyen , 
fi celui du transport d'un grand. 

ïl est visible que chaque somme que reçoit le portent, 
est la différence , entre ce qui lui revient pour les yaseê 
qu'il tend en bon état, et ce qu'il doit pout ceux qu'il a 
cassés ; d'après cette remarque , les trois conditions du 
problème fournissent respectivem^ènt les équations sui- 
vantes ; . 

7 07 -f- 5 y — 5 zt=z3 
gx + ioj — 112 = 4* 
La première de ces équations donne 

^— a ' 

et par la substitution de cette valeur , la deuxième, et la 
Iroisième équations deviendront 

- / -fio^— iia = 4. 

faisant disparaître les dénominateurs , on aura 

îqG-f-aSy — B3 â + 6^ — ioz=6 
qS'A + 3Sy — 8j a 4- ;?.oy «^ 22 z == 8 > 
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réduisant le premier membre ^ on obtiendra 

196 + ^4y "^ 73 a = G 
a5a + 56^ — io3 z = 8 ; 

prenant la valeur de y dans la première de ces équa- 
tions ^ on aiura 

732— 190 

y— 34 • 

Par cette valeur , la seconde devient 

^52+5GxZ^^i;^-io3z = 8; 

étant délivrée du dénominateur 34 > elle se change en 

34X aSa +56 X 73z— 56XX90— 34xxo3z=34 x8 

ou en 

85G8 + 4088 z — 10G40 — 35oa « = 272. 

La réduction du premier membre de ce résultat con- 
duit à 

586 z — 2072 = 272 , 

d'où on tire 

2344 y 

^="5g6- ^^ *==^- 

En remontant de la valeur de & à celle de^ , on aura 
73x4 — iQO ^92 — iQO 103 «- 

y=- ^4 =— 54~"=^°°-y=^' 

et avec ces deux valeurs , on trouvera 

28+4x3—9X4 28+12— 3G 4 

0? = -i ^ -î = :=3 ou X = 2. 

2 2 2' 

On a donc payé 2 fîr. pour le transport d*un petit vase ^ 

3 pour celui d'un moyen, 

4 P^^ ^^^^ ^'^° grand. 

Cet exemple suffit pour montrer comment il faut s'y 
prendre dans tous les autres cas. 

II 4 
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81. Il arrive souvent que toutes les inconnues n'en- 
trent pas à-la-fi)is dans toutes les équations ; cette cir- 
constance ne (^lange pas la méthode : il suffit de bien 
examiner la liaison des inconnues pour passer des unes 
aux autres. 

Soient pour exemple les quatre équation* 

s x -f- '^y = 39 

5 X — 7 z = 11 
0+3^-41 
renfermant les inconnues u, x^yetz^ 

Avec un peu d*attention , on voit qu'en prenant dans 
la seconde équation la valeur de x^ pour la substituer 
dans la troisième , le résultat renfermant alors^ et2 , fera, 
par sa combinaison avec la quatrième équation, connaîtra 
ces deux quantités; puis avec la valeur à^y^ on aura celles 
de u et de x, par le moyen de la première et de la seconde 
équation. En dpérant ainsi , on fera le calcul suivant : 



X 

a 



5x-â ^ — 7«=-:n, 

©u 1^5 — \by — i4as = 22, 

ou i5j^4- 14^2:= 173 (67). 

Les deux équations 

i^y^ i4z= 175 
4j^-f. 3z= 41, 

étant résolues ^ donneront 

jr = 5, a = 7; 
et par ces valeurs^ on aura 



j 
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5q— 5x5 3o— 15 24 
a 52 a 



2-f-2y 2 + 10 13 

"—• ~3 ~"~3 3" 



ou u = 4: 



les nombres cherchés sont donc 

4, 12, 5 et 7. 

82. La méthode que je viens d'exposer s'applique- 
rait aux équations Httérales, de même qu'aux équa- 
tions numériques ; mais la multitude des lettres qu'il 
faudrait employer pour représenter généralement le« 
données , lorsque le nombre des équations et âes incon- 
nues surpasse 2 ^ a engagé les algébristes à chercher 
une manière de les exprimer plus simplement. Je la 
ferai connaître dans l'article suivant ; mais afin de four- 
nir au lecteur l'occasion de s*exercer à mettre les pro- 
blèmes en équation et à les résoudre , j'ai réuni ci-dessous 
une suite d'énoncés , et j'ai indiqué à la fin de chacun 
les résultats qu'on doit trouver. 

1 **. Uîi père étant interrogé sur rage de son fils , fépondf 
si du double de F âge qu*ila maintenant vous retranchez 
. le triple de celui qu*il avait il y a six ans , vous aurez son 
I âge actuel; 

Réponse : L'enfant avait 9 ans, 

2*. DiophantCy Fauteur du plus ancien livre d'algèbre 
tjui nous reste , passa dans sa jeunesse la sixième partie 
du temps qu'il vécut, une douzième dans F adolescence , 
ensuite il se maria, et passa dans cette union le septième 
de sa vie , augmenté de cinq ans , avant d* avoir un fils 
auquel il survécut de quatre ans , et qui n'atteignit que la 
moitié de F âge ou son père est parvenu; quel âge avait 
. Diophante, lorsqu'il mourut ? 

Piéponse : 84 ans, 

S\ Unmarchand prélève tous les ans sur les fonds qu'il 
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a dans le commercé , une somme de looo francs pour la 
dépense de son ménage; cependant chaqueannée sonbieà 
augmente du tiers de ce qui reste , et au bout de trois 
ansse trouve doublé; combien avait-il au commencement 
de la première année ? 

Réponse : i/fioo francs, 

" 4*» ^^^ marchanda deux espèces de thé, la première 
à 1 4 francs le kilogramme , la deuxième à i8 francs ; 
combien doit-il prendre de chacun pour en former une 
cuisse de 100 kilogrammes qui vaille i6io francs ? 

Réponse : Zokilog, de la première etjode la seconde. 

5®. On a rempli en 12 minutes un vase contenant 5j 
litres d'eau, en faisant couler successivement deux fonr- 
tainès, dont l'une fournissait /^ litres par minute et l'aUr* 
tre'5 ; on demande pendant combien de minutes chaque 
fontaine a coulé ? 

Réponse : La première 3 minutes , et la seconde 9, 

6®. Une montre marquant midi , V aiguille des minutes 
' se trouve sur celle des heures ; on demande quel est 1$ 
point du cadrah où se fera la prochaine rencontre des, 
aiguilles ? 

Réponse : Lorsqu'il sera 1 heure 5 minutes et ^V* 

Obs, Ce problème se rapporte à celui du n° 65. 

7*. Un homme rencontrant des pauvres, veut donner a5 
centimes à chacun , mais en comptant sa monnaie , il 
s'apperçoit qu'il lui manque pour cela 10 centimes, alors il 
ne donne que 20 centimes à chaque pauvre et il lui reste, 
a5 centimes; on demande combien cet homme avait de 
monnaie , et quel était le nombre des pauvres ? 

Réponse : // avait 1 franc 65 centimes, et les pauvres 
étaient au nombre de 7. 

8*. Trois frùres^nti.cheté un bien pour 5oooo francs; 
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ti matufueaupr entier pour payer à lui seul cette acqtdsi^ 
tion, la moitié de l'argent qu'a le second; cehùr-ci paie' 
rail r acquisition à lui seul, si on ajoutait à ce qu'ilpos-^ 
sède le tiers de ce qu'a le premier ; enfin le troisième au-* 
tait besoin pour faire ce même paiement^ de joindre à cm 
qu'il a le quart de ce que possède le premier ; combien 
chacun a-^t-il d'argent ? 

Rép. Le premier a Zoooofr, , le deuxième 4oooo , ^t 
le troisième 4â5oo. 

9*. Après unèpartie, trois joueurs comptent leur argent; 
un seul ayant perdu ^ les deux autres ont gagné chacun 
une somme égale à celle qu'ils ont mise au jeu ; après 
Une seconde partie , Vun des joueurs qui avait gagné dans 
la précédente perd, et les deux autres gagnent chacun 
Une somme égale à celle qu'ils avaient en commençant la 
seconde partie ; à une troisième partie , le joueur qui 
jusque-là avait gagné yperd, avec chacun des deux autres 
une somme égale à celle qu^ils avaient en commençant 
cette dernière partie , et alors les trois joueurs sortent 
avec chacun lao francs; combien avaient-ils en entrant 
au jeu? 

Rép. Celui qui a perdu à la 1^^ partie avait i^5_ francs , 
celui qui a perdu à la q^ 1 o5 , 

celui qui a perdu à la 3^ 60. 

Formules générales pour la résolution des équations 

du premier degré, 

83. Pour obvier àrinconvénient que )*ai fait remarquer 
au commencement du numéro précédent, on a imaginé 
de représenter par la même lettre tous les coefHciens 
d'une même inconnue , mais de les distinguer en les af- 
^fectant d'un ou de plusieurs accens, suivant le nombr» 
des équations. 
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lits équations générales à deuxinconnuess'écriTeat ainsi: 

^ . a a: + by = c 

Les cpelficiens deTinconnue x sont représentés tous deux 
par a ^ ceux de y par b ; mais Taccent que portent les 
lettres de la seconde équation , fait voir qu*on ne les 
regarde pas comme ayant la même valeur que leurs cor- 
respondantes dans la première. Ainsi a! est une quan- 
tité différente de a ^ V une quantité différente de b. 

Lorsqu'il y a trois équations , on les écrit ainsi : , 

a x^-b y -i^c z=:d 
d x + b'y + c' z — d' 
'a"x + b"y + c"z = d\ 

Tous les coef&ciens de l'inconnue x sont désignés par la 
lettre a, ceux àny par 6 , ceux de z par c ; mais chaque 
lettre porte des accens différens qui marquent qujelle 
appartient à diverses quantités. Ainsi a, a\ a'\ sont trois 
quantités différentes, et dé même des autres. 

Suivant cette marche , s'il y avait quatre inconnues et 
quatre équations , on les écrirait ainsi : 

a X '^^ b y -}- c z ^ d u:= e 
a' X + b'y + d z + d'u=ze' 
a"x + b"y + c"z + d"u =f e" 
c^x + by + d'z + d'uzzze''. 

84* Afin de simplifier les calculs , en évitant les frac- 
tions , on modifie ainsi le procédé de l'élimination : 

Soient les équations 

a X + b y ■=. c 
a! X + y y = c' ; 

fl est évident que si Tune, dss inconnues , x y par exem- 
ple , avait le même coelTicient dans les deux équations , 
\\ suffirait de les tetrancher l'une de l'autre , pour faire 
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disparaître cette inconnue. Cela se voit tout de suit«. 
sur les équations 

lo a; -|- 1,1^ == 27, 

10 X + ^y = i5, 
fpl donnent 

11^ — 9^^=27—15, ou 2^^ = 12, o\xy=:S. 

n est visible qu'on peut rendre immédiatement les coef-r 
ficiens de x égaux dans les équations 

a X + b y = c 
a!x + b'y = (/ , 

en multipliant les deux membres de la première par a^i 
coefficient de x dans la seconde, et les deux membres do 
la seconde par a , coefficient de x dans la première ; on 
obtient ainsi. 

Retranchant ensuite la première de celles-ci de la so-« 
conde , Tinconnue x disparaîtra ; on aura seulement 

(^aV'^db)yz=ac — a^ c^ > 

équation qui ne contient plus que l'inconnue j' ; et l'on 
«n déduira 



a c' — c a' 



y—ab'—bd' 

Le procédé que je viens, d'employer , peut toujours 
s'appliquer aux équations du premier degré , pour ea 
chasser l'une quelconque des inconnues. 

En éliminant dé même l'inconnue y, on aurait le 
valeur de x. 

Si Ton applique ce procédé aux trois équations renfer- 
mant a: , j' et z , on pourra d'abord éliminer x entre la 
première et la seconde, puis entre la première et la troi- 
jnème;on parviendra ainsi i deux équations ^ qui ne 
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renfermeront plus que j^ et s , et entre lesquelles on 
éliminera ensuite jr. 

m 

Si Ton effectue le calcul y Féquation en s ^ à laquelle 
on parviendra , aura un facteur commun à tous ses 
termes^ et ne sera par conséquent pas la plus simple que 
Ton puisse obtenir. 

. 85. Bezout a donné une méthode fort simple pour 
éliminer à-la-fois toutes les inconnues hors une^ et par la- 
quelle on ramène immédiatement la question à des éqûà* 
lions qui contiennent une inconnue de moins que les 
proposées. Quoique ce procédé ne soit nécessaire que 
lorsqu'il s'agit des équations à trois inconnues , je com- 
mencerai par l'appliquer à celles qui n'en contiém^ent 
que deux , afin d'embrasser le sujet en entier. 

Soient les deux équations - ;«. 

dx + Vy = d : 

en multipliant la première par une quantité in\ qui soit 
indéterminée ^ il viendra 

amX"i-bmy:=mc\ 

et retranchant de ce résultat Téquation 

af X -i- b'y=: d' , 

•Q aura 

< 

aTnX'-^a! x-^b my — Vy ^=icm-'-'d,^ 
ou (a m— £/ ) a;'+ ( i m— è' ) jr := c m — c'. 

Puisque rien ne détermine la quantité m, on peut 
supposer qu'elle soit telle que b m = V, Dans ce 
cas , It terme midtiplié par^ disparaissant , on a 



X7=: 



CTU'^ c' 



DALGEBRE. 
niAis à cause de b m:=^V y il résulte ^ 

V 
T'' 
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m 



donc 



cV 



a 



V 



cV — hd 
ab'^bd' 



Au lieu de supposer bm=:b\ si Ton fait amT=:i^^ 
le terme aiFecté de x s'évanouira, et il viendra 



c m 

y=b 



d 



m 



V' 



La valeur de m ne sera plus la même que tout-à-FIieure ; 
«ar on aura 

d 



m 



et en substituant dans l'expression dey, on trouvera 

et/ — ad 

y~ba!—ab'' 

En changeant les signes du numérateur et du dénomina- 
teur de cette valeur , son dénominateur sera le même 
que celui de x , puisqu'on aura 

ad — cd 

y~aV—ba!' 

86. Soient maintenant les trois équations 

ax'\^by^cz'=:d 
dx + Vy + dz = £ 
tfx + Vy + dz = à\ 

(«'analogie conduira aisément à multiplier la pre- 
mière et la seconde par deux quantités indéterminées m 
et 71, à les ajouter ensemble , et à en retrancher la* troi-» 
fiième ; car par ce moyen elles seront employées toutes 
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en même temps ^ et les deux nouvelles quantités m et n, 
dont il est permis de disposer à volonté , pourront être 
déterminées de manière à faire disparaître en même 
temps du résultat deux des inconnues. En opérant 
ainsi , et réunissant les termes qui multiplient une même 
•nconnue , on aura 

Si on veut faire dispar^tre x et y, il faudra poser pour 
cela les équations 

' a m -\' a! n z=i af 

bm + b' n=^b\ 

et alors il viendra 

dm-^d' n — d" 

cm-^ c n — c 

Des deux équations dans lesquelles m et 7t sont les fa- 
connues , il est facile de déduire la valeur de ces quan- 
tités au moyen des résultats obtenus dans le numéro pré- 
cédent; car il suffit de changerdaus ccuac-cia; en m, y en », 
et d'écrire au lieu des lettires 

ce qui ^ouneta. 

"^ — ab'—ba! 
ab"—ba' 



n 



ab'r^ba': 



Substituant ces valeurs dans celle de z , et réduisant toi» 
les termes au même dénominateur , on trouvera 

_ djb'd'—a'irj +<f (a b'—h a')—d'{a b'—b a' ) 
* ~ c(J/a''—a'b'')-i-c'(ab"—b<^)^c"((ib'-^a'y 

Si 
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Si do avait fait évanouir les termes affectés dex et de 
fti on aurait eii^^ les lettres m et n auraient dépendu 
des deux équations 

et en opérant coninte ci-dessus^ on aurait trouvé 






Enfin ^ en posant les égoa^ons 

on fait disparaître les termes multipliés par j^ et par 2 ; et 
il vient 



__ djc'b^'-^'c")^ d{b c"-^ V)—d\b c'-^ y) 



Ces valeurs étant développées de manière à avoir leurs 
termes alternativement positifs et négatifs, et changeant 
en même temps les signes du numérateur et ceux du dé-« 
nominateur^ dans la première et dans la troisième^ on 
pourra leur donner les fomles suivantes : .; 

aVà'—aâb'' + ddV^h dà" 4- h à; a"— dVa" 
* ~a b' d'-^a d b" + c d¥— b d c" + b ca"— c b' d' ' 
a d;^"^ a dd" + c dâ'—dd c" + d c'd'— c d' d' 

y— a t/d— a /y -f cV V^ b de" + b dd'^ cVa'' 
d y c*— d dV J^cdV^ bd'df + b dS— c Vd" 

^ * * ^--- — ■ — — -| — ' ' ■ — '--■ — ' — —t — ' ' — ■■ — '^- — * ^-r- 

^ —ah'd'^ a db" -^ cdb"— bde + b dd'—c Vd' 
87. Soient les quatre équations 

a X -\-b y -^^ c z-^d ut=ze 
d X ^ y y -^ d z-\- d! u'=^d 
a^x 4. b"y 4- c"z + d''u = e" 
(fx + Vy + d'z'^ d^u 2= e*'; 

Elém* d'Jlgêbre 7* édition. I ^ 
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on multipliera la première par m , la seconde par n , 
la troisième par p ^ et on les ajoutera : en retranchant 
ensuite la quatrième ^ on trouvera 

{am + Q^n + a"p — a'^x + {bm + Vn + b"p — b'^y 

+(c7n+c/n-f c>— O^i + Crf/n + ff/i + dV— c?0" 
= em+e'/i +e*p — e'\ 

Pour avoir j*, on posera 

bm-^Vn+b"p = V 

c m -j- c/ti -f- c*p = c^, 
tt^îl viendra 

Les équations précédentes qui doivent donner m,netp, 
se résoudraient parle moyen des formules trouvées pour 
le cas de trois inconnues. Cette marche doit paraître très- 
commode et très-simple ; mais l'observation de la forme 
. des résultats obtenus ci - dessus , fournit le moyen de 
les retrouver sans calcul. 

88. Pour remonter au premier anneau de la chaîne ^ 
je prends féquatiôn à une inconnue ax=:;b \ j'en tire 

b 
a 

eu Ton voit que le numérateur estle terme tout connu b^ 
et le dénominateur, le coefficient a de l'inconnue. 
Les deux équations 

tfa; + ftj^= c, a! X -{- V yaiz d ^ 

ont donné 

cV -^b cf a cf ^^ cd 

^-^ab' ^bd y~ab' — bd' 
Le dénominateur se compose encore des lettres a, «', 
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h y Vy qui multiplient les inconnues : on écrit d'abord 
la lettre a à côté de la lettre b , ce qui donne ab ; on 
échange ensuite a et A çntr*eux pour avoir ba, et en 
aifectant cet arrangement du signe — , il vient a6 — fiai 
on met enfin un accent à la seconde lettre de chaque terme ; 
voilà le dénominateur a i^' — 6 a' formé. 

Voici maintenant de quelle manière peut s'en déduira 
le numérateur. Il est facile d*appercevoir que pour celui 
de X, on change le^ a en c , et les 6 en c pour celui de y\ 
car, de cette manière, on trouve pour l'un çb^ — b(/, 
et pour l'autre a c' — -c a' . Le numérateur $e conclut donc 
du dénominateur, dans le cas de deux inconnues, comme 
dans celui d*une seule , en changeant le coefficient dei 
V inconnue qu'on cherche, dans le terme tout connu, et en 
conservant d'ailleurs les accens tels qu'ils sont. 

La seule inspection des valeurs résultantes des équa-« 
tipns à trois incoi^nues, 0uflit pour montrer qu'elles n'é?* 
chappent point à cette règle. A l'égard de leur dénomi- 
nateur , il faut un peu plus d'attention pour en recon- 
naître la formatioi^ Cependant , puisque dans le cas des 
deux inconnues, le dénominateur présente tous les arran-> 
gemens possibles des deux lettres aetb qui multiplient ces / 
inconnues, il est naturel de penser que lorsqu'il y a trois 
nçonnues , leur dénominateur doit renfermer tous les ar-» 
rangemens des trois lettres a, b, c; et pour former cet 
arrangemens avec ordre , qn s'y prend dç la manière 
suivante : 

On forme d'abord les arrangemens ai — ba des deux: 
lettres a et & ; à la suite du premier a b, on écrit U ù'oi-» 
sième lettre c, ce qui donne aôcj et faisant passer cette 
lettre partoutes les places, avec l'attention de changer le 
gigïie chaque fois , et de ne pas troubler l'ordre respectif 
de a et de i , il en résulté 

abc-^acb'j-'Cab. 

ï 2 



4. 
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' Opérât de même sur le second arrangement de deiix. 
lettres — fiq, on trouve 

— iac-4-i c a--^ cb a i 

réunissant ces produits aux trois précéden», puis mar- 
quant la seconde lettre d'un accent et la troisième dé 
deux, on trouve 

résultat conforme à celui que présentent les formules 
obtenues immédiatement. 

' Ileft facile de conclure de là, que pour former le dé-' 
nominateur dans le casde quatfe inconnues, il faudrait 
introduire la lettre d dans chacun des six produits 

abc'^acb'\-'çab—bac'^bca'^cba, 

et lui faire occuper successivement toutes les places ; le 
f-jerrae abc, par exemple , donnerait les quatre suivans: 

abcd^^abdc + adbc — d'abc. 

En opérant de même sur les cinq autres produits, le ré« 
sultat total aurait vingt-quatre termes, dans chacun des- 
quels la seconde lettre porterait ii# accent , la troisième 
deux, et la quatrième trois. Les numérateurs des inco» 
nuesu, z,y et x, se concluraient par la règle énoncée 
plus haut (*). 

89. Pour faire servir ces formules à la résolution des 
équations numériques, il faudra comparer les équations 
proposées, terme à terme, avec les équations générales des 
numéros précédent. 

Pour résoudre, par exemple, les trois équations. 



{*) M. Laplacc, dans la seconde partie des Mémoires de VAcaAé* 
mie des Sciences ponr 177», page 094, a di'momr« à pnori ce» 
lègks. 
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8 a: -f- 7^ + 9 * = 1^3 
a? -f- 4j^ + 5 is = 55, 

il faudra comparer, terme à terme , ce* éqiiàtidb» i 
celles du n° 86 , ce qui donnera 

a = 7, 6 = 5, c = 2, rf = 79 
a' = 8, A' t= 7, c^ == 9, d' = laa 
a^= 1, i^= 4, c^= 5, rf^= 55. 

Substituant ces valeurs dans les expressions générales des 
inconnues a;, ^ et 2;, et elFectuànt les opérations indi- 
quées, on trouvera 

07=4, ^ = 9, « = 5. 
Il est Important de reniârqttét- qbé lès mêmes expres- 
sions serviraient encore , qtrahd léà é<|uâtions pfoposéêA 
ti'aurafiént pas tous leurs termes affectas du signe -f*» , 
comme èérabieritle supposer }e6 équations gériér^ileèdont 
ises ejçiféiisiôns sont dédriîtés. Si Ton Avait, pttfèitêtiïpié, 

5a: — 9y + 8* = 4i 

— 5 a: -f 4y + a jfc = — Qà 
1 1 X — jy — ff 2 = 37 , 

il faudrait, en comparant les termes de ces équations à 
leurs correàpondans dans les éqùaftionS généiMéd, aVoir 
égard aux signes, ce jqui donnerait 

a = 4- 3, J = — ^^ c =: ^ S, d = '+' 4^ 

fl'=— 5, é'==4-4, c' = + 2, d' = — fl^ 
û''=+ii,A"=_7,c^=-Ç,d^=+37, 

et ensuite déterminer, confonsément aux règles du ûti— 
méro 3i , le signe que doit avoir chaque terme des ex- 
pr-essions générales le x_, y, z^, d'après les signes des fac- 
teurs dont il est composé. C'est aiasi qu'on trouyerait^ par 
exeniple , c[ae le premier terme "du dénominateur com- 
mun , qui est a V d*^ devenant + 3 X + 4 X — 6i cliaugeb 
de »gne, et produit — 7a. En. faisant la même attenticm? 

15 
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à régâtd des autres termes, tant des numérateurs que de* 
dénominateurs, prenant, d'une part, la somme de ceUX 
li|ui sont positifs i et de l'autre , celle de ceux qui sohtné* 
gatifs, on trouvera 

^ ^774— a834 ***6o ._ . . 

Sga — 632 «-—30 
__ 5oaQ— 295a __^ 4-9Û ^ g^ 

*^ 5<)a— Gaa — 3o 
. _ 5839— 5889 ^ -^o _ 

. 59a— Gaâ — 3o . 

Des équations du second degfé à uHé seule incontiUt% 

90. Dans les épations (|tie j'ai traitées jusqu'ici ^ let 
inconnues ne montaient qu'à la première puissance ^ 
ou n'étaient point multipliées entte elles : ces équations 
n'étaient que du premier deffté j mais si l'on se propo- 
sait; seulement la question suivante.: Trouvet un nombre 
tel, qu étant multiplie par son quintuple , le produit soit 
égal à laS , en désignant ce nombre par a;, son quin- 
tuple serait 6x ^ et on aurait 

6 07* i= laS. 

Cette équation est du second degfé, parce qu*elle ren- 
ferme x*, ou la seconde puissance de l'inconnue. Sil*oit 
dégage cette seconde puissance de son coefficient 5 , on 



obtiendra 



â;*=it-=-* ou x^t==î?5. 



Ou ht s&uraitici CondUrél'ineonnUe x comme dans Ift 
iiuméro 11, et la question proposée est seulement rame-^ 
îiéè à trouver Un tiombrfe qui , mulfiplié par lui-mêihe| 
donne aS. Avec Un peu d'attention , on reconnaît que ce 
nombre est 5; mais il arrive rarement que l'on puisse de-^ 
Viner ainsi la solution cherchée j on est donc conduit 
à cette nouvelle question numérique : trouver un nom'* 
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bre qui, multiplié par lui-même , donne un produit égal 
à un nombre proposé, ou , ce qui est la même chose, re- 
venir de la seconde puissance au nombre qui l'a produite^ 
et qu'on appelle sa racine quarrée. Je vais lajpccuper 
d'abord à résoudre cette question , parce qa|P® ^^^*' 
vira pour déterminer les inconnues dans toutes les équa* 
tions du second degré. 

: 91. La méthode qu'il faut employer pour trouver ou 
extrairelsi racine des nombres, supposeque l'on connaisse 
la seconde puissance de ceux qui sont exprimés- par tin 
seul chiffre ; voici donc les neuf premiers nombres avec 
leur seconde puissance écrite au-desaous de chacun : 

1^3456789 
1 4 9 ^6 a5 36 49 64 8x. . 

*' L'on voit pat cette table que la seconde puissance 
d'un nombre exprimé par un seul chiffre, n'en contient 
pas plus de deux : 10, qui est le plus petit des nombre* 
exprimés par deux chiffres , en a trois à son quarré, 100. 
Pour se préparer à décomposer la seconde puissance 
é'unnombre exprimé par deux chiffres, il faut en étudier 
d'abord lafbrmation*, et pour cela, je vais chercher com- 
ment chaque partie du nombre 47> par exemple, con- 
court à la production du quarré de ce ndmbi«. 

• ' * * • 

On peut décomposer 47 en 4o + 7, ou en 4 dixaine» 
et 7 unités -, en représentant par a les dixaines du nom- 
bre proposé, et ]^ar b ses unités, sa seconde puissance 
sera exprimée par x 

c'est-à-dire, qu'elle contiendra trois parties , savoir : le 
quarré des dixaines , deux fois le produit des dixaines 
par les unités , et le quarré des unités. Dans l'exemple 
que j'ai choisi , a =z 4 dixaines ou 40 unités , et b =1=7; 

14 
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on mr» 




ê 


û* — i6ôo 

flr a A .— 56o 

6*- *49 



Totala*-f â a5-f-i»=: 2209 ==47 X 47' 

Pour roTenir maktènant du nombre ââ©9 à «a racin« 
47, on observera d'abord que le quarré dea dixakie» , 
a6oo,,n apoint de chifFre significatif d'un ordre inférieur 
ftux centaine», et qu'il est le plus grand quarré que puis- 
sent contenir les aa centaines de 2^309 ;'icar sa tombe 
entre 1 6 et 26, c'est-à-dire entre le quarré de 4 et celui 
de 5 , comme 47 tombe entre 4 dixaîne» ou 40, et 5 
dixaines ou Sp. « 

Si donc eh cherche le plus grand quarré .contenu dans 
9^^(m trouvera 16, dontlaracine4 exprimera lesdixaînet 
de celle de 2209 : retranchant ensuite. 16 centaines 
QU:i6k)0, de aap9, le reste ,609 contien^a encore le 
dâ«ble produit des dixaine» par les unités , .56o, et le 
quiircé des unités, 49*^^lc<^^'^* produit des. dixainet 
par les énités, n'a jant point de chiSres d'un orfre 
înférieiBT ^nx dixaines^ doit «e trouver d^ms les deust 
premiers<;hiffre8'6o du rc$te 609, qui -contiendront eir 
outre les dixaines provenues du quarré des unités. Ce-r 
pendant, h on divise ^o p^r le double des dixaines 8, on 
^rcrra , en négligeant le reste , im quotient 7 égal aux 
unités cherchées. Multipliant ensuite ^ par 7 , on for- 
mera le double du produit des dixaines paf les unités, 
56o , et retranchant du reste total G09 , on obtiendra une 
différence 49? qui doit êire^ et qui est en effet le Quarré 

I**Of>ératioi> ijije j^ . viens de ♦ raiw)ni>er:Sp diispo^g 
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32,09 I fyf 



137 



i6 [ 87 



609 



On écrit \t nombre proposé coai«ids*II«*agiMdtâeU 
ilirifier pat un autre , et on destine, à la raçsrve la place 
que devrait occuper le diviseur. Ensuile On âépare par 
une viipile Ie« unité» et lesdixained^ piôur né conô^ 
dérer que lee deux premiers chiffre» sua^ ktgauclie ^ qn 
léoirent contenir ktjuarré des dixaine^de la racine. Ôtk 
i&bef chè le plus ^aiid quarré 16, c^nttftiu dans <;e0 déttt 
dhifFreft;; on en pcHte la racine 4 à la phusê^^i lui est 
affectée , et on retrancllé 16 de ââ. A «6t(6 du reste 6, 
on abaisse les deux autres chiffre» » 09 , du nombre pro- 
pose; on sépare le dernier qui n'entre point dans la 
double produit des dixaines par les unités ; on divise la 
partie restante à gauche par.8 > double des dixaine» de 
la racine , ce qui donna pour quotient les unités 7 ; et 
pour former tofut d'uiî coup les deux dlsmères parties 
du quarré que. doit contenir Gog, on écrit 7 à côté 
de 8^.d*où resuite le nombre 87 , égal au doublé dés 
dixâines plus les unités ^ ou à â a -4 - & > et qui , étant mul- 
tiplié par 7 ou par 6, reproduit 609 = az/i -)- fi*, ou le 
double produit des dixâihëspar les unités , plus le quarré 
des unités : faisant la soustraction il né iréste rien ; et 
^opération achevée prpuve que i{j est laraône quarréa 

. Soit encore à/^ictraire la racine qparrée de 3a4 ;. }t 
dispose Topératioxk conuneil suit ; 



3>a4 



ift 



a2,4 

22 4 
QGO 



s8 
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et d'après ce qui vient d*étre dit, je trouve i pour les 
dixaines de la racine ; ces dixainea étant doublées , me 
donnent le nombre 2 , par lequel il faut diviser les deux 
premiers chiffres 22 du reste. Or 22 contient 2 onze 
fois , et non-seulement on ne peut avoir à la racine , ni 
plus de 10, ni 10, m^is 9 lui-même serait encore trop 
fort dans le cas actuel ; car en écrivant 9 à côté dea^ et 
. multipliant ^9 par ^ , comâie le prescrit la règle » ou 
aurait pour résultat 26.1 , qu*on ne saurait retrancher 
dé 224- On ne doit donc régarder la division de 22 par a, 
que corilme un moyen approximatif de trouver les unités ^ 
et il faut diminuer le quotieht obtenu, jusqu'à ce qu'on, 
parvienne à un produit qui ne surpasse point le reata 
224 , condition que remplit le nombre 8 , puisqua 
8 X 28=224 ; donc la racine cherchée est 1 8. . 

En formant les trois parties du quarré de 18, on 
trouve: a* =100 

2ai=^i6o 

Total ' 334=18x18, 

et on voit que les G dixaines que contient le quarré des 
unités étant réunies à 160, double produit des dixaines 
par les unités , altèrent ce produit , de manière que la 
division par le double des dixaines ne peut plus donner 
les unités seules. 

92. L'extraction de la racine quarrée d'un nombre 
composé de trois ou de quatre chiffres, ne saurait ai?rêtèf 
d'après ce qui précède * mais il faut encore quelques dé- 
tails pour mettre le lecteur en état d'extraire la racin*' 
d'unnombreeXprimé par autant déchiffres qu'on voudra, 
^t on va les voir naître des principes déjà posés. 

Tout nombre au-desSous de ioo n*aura que quatre 
chiffres à son quarré, puisque celui de 100 est 10000, 
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OU lé plus petit nonlibre exprimé par cinq chiffres. Cela 
posé , pour examiner lafbrmatlon du quarré d'un nombre 
au-dessus de loo, de 473 > par exehiple , on pourra dé- 
composer ce nombre en 470+3 , ou 47 dixaines , plu» 
5 Hnités ; et pour déduire son quarré de la formule 

on fera a:^^? dixaines = 47^ tmités, i = 3 unités ^ 
d'où 

û* = ûàogôo 
^ a b =z aSso 

6*= Q 



. Total 023729=473 X 473- 

On voit dans cet exemple que le quatre des dixaines n*a 
point de chiffres significatifs d'un ordre inférieur auat 
ôentaines , et cela doit être en général , puisque des 
dixaines multipliées par des dixaines , produisent tou- 
jours des centaines ÇArith^ 32). 

C'est donc dans la partie 2237 qui reste sur la gauche 
du nombre proposé, après qu'on en a séparé les dixaines 
et les unités , qu'il faut chercher le quarré des dixaines ; 
et comme 473 tombe entre 47 dixaines, ou 470, et 48 
dixaines , OU 4^^ , 223^ doit tomber ehtre le quarté 
de 47 e* celui de 48, d'où il suit que le plus grand 
quarré contenu dans 2237 , sera celui de 47 > ou des 
dizaines de la racine. Il est évident que pour retrouver 
ees dixaines ^ il faut opérer comme si owvroulait extraire 
la racine quarrée de 2237 ; mais au lieu d'arriver à un 
résultat exact \ on trouvera un reste contenant les cen- 
taines forums par le double produit des ^T dixaines 
multipliées par les unités « 

Pour effectuer le calcul, on dispose l'opération comme 
On le voft ici : 
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^3,37,29 î 473 



iG 


87 


63,7 
609 


943 


382,9 
e8a g 


9 



o 

On sépare cl*abord les deux derniers chiffres ||, et pour 
extraire la racine du nombre 2237 restant sur la gauche , 
on sépare encore les deux derniers chifTres 37 de Ctt 
nombre ; de cette manière , le nombre proposé est par-* 
tagé en tranches de deux chiffres , en allant de droite à 
gauche. On opère sur les deux premières tranches comme 
on Fa fait dans le numéro précédent sur le nombre Asog^ 
' ce qui donne les deux premiers chiffres 47 de la racine ; 
maison trouve un reste 28, lequel, joint aux deux chif-- 
fres 29 de la dernière tranche, renferme le double âix 
produit des 47 dixaines par les unités , et le quarré des 
unités. On sépare le chiffre 5, qui ne peut faire partie du 
double produit des dixaines parles unités, et ou divise 
«82 par 94, double des 47 dixaines ; écrivant le quotient 
3 à côté de 94, et multipliant §4^ par 3 , il vientflSag , 
nombre précisément égaJ au dernier reste , et TopératioB 
est terminée. 

93. Pour montrer comment il faut opérer «m* ui» 
nombre quelconque , }e vais extraire la racine de 
22391824* Quelle que soit cette racine , on peut 
toujours la concevoir décomposée en dixaines et en 
unités , t^omme dans les exemples précédent Le quaité 
des dixaines n*ayant aucun chiffre significatif d'un 
ordre inférieur aux centaines , les deux derniers 
«biffres 24 ne pourront y entrer. On -les séparera 
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donc, et la question sera ramenée d* abord à cher-> 
cher le plus grand quatre contenu dans }a partia 
223918, restante à gaik^he. Cette partie étant com^ 
posée de plus de deux chiffres , il en faut conclure 
que le nombre qui exprime les dixaines de la ra^ 
cine cherchée , en a plus d'un -, il peut donc être dé- 
composé à son tour en dixaines et en unités. Le 
quarré de ces dixaines n'entrant point dans les deux 
derniers chiffres 18 de la partie 223918, c'est dans 
les chiffres ^aSg restant à gauche , qu'il faudra le cher- 
cher ; et puisque 2239 ^ encore plus de deux chiffre3 ^ 
le quarré qu*il doit contenir en renfermera aft moins 
deux à sa racine ; le nombre qui exprime les dixaines 
que Ton cherche , aura donc plus d'un chiffre : c'est 
donc enfin dans 22 qu'il faudra chercher le quarré de 
celui qui représente les unités de l'ordre le plus élevé 
de la racine demandm Par cette suite de raisonne- 
mens qu'on peut pousser aussi loin qu'on voudra, le 
nombre proposé se trouvera partagé en tranches de 
deux chiffres en allant de droite à gauche ; il est bon 
néanmoins d'être prévenu que la dernière tranche à 
gauche p§urra ne contenir qu'un seul chiffre. 

Le nombre proposé étant ainsi partagé en tranches ^ 
et disposé comme on le voit ici , on opère sûr les troi^ 
premières tranches comme 
dans l'exemple du numéro 
précédent ', et lorsqu'on a 
trouvé les trois premiers 
chiffres 4?^» ^ côté du reste 
1 89 , on abaissela quatrième 
tranche 24 > et on considère 
le nombre 18924» comme 
contenantle double produit 
des 473 dixaines trouvées 
par l«s unités cherchées. 



02,39,18,24 


473a 


16 


87 


63,9 

60 q 


9^ 
946a 



3oi,8 
282 9 



1892,4 
1892 4 
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plus le quarré de ces unités. On sépare le dernier chiffre 
4 ; on divise ceux c[ui restent à gauche par 94^, double 
de 473 , et on fait ensuite la vérification ^u quotient 2 , 
comme dans les opérations précédentes. 

L*opération se termine là dans cet exemple ; mais il 
est aisé de voir que s'il y avait une tranche de plus , le? 
quatre chiffres trouvés 473» , exprimeraient les dixaines 
d*une racine dont on chercherait les unités, et que par 
conséquent il faudrait diviser le reste qu'il y aurait 
alors , plus le premier chiffre de la tranche suivante , 
par le double de ces dixaines, et ainsi de suite pour 
chacune des tranches à abaisser successivement. 

94. S*îl arnvait qu'après avoir abaissé une tranche» 
le reste , joint au premier chiffre de cette tranche , 
ne contînt point le double des chiffres trouvés , il fan* 
draît poser o à la racine ; car , alors , la racine n*aurai^ 
point d'imités de cet ordre : on abaisserait ensuite la 
tranche suivante pour continuer l'opération comme ^ 
l'ordinaire. L'exemple ci- 49)42»09 7o5 



Joint est relatif à ce cas. On 04,20,9 . i4o3 

n'a point écrit les quantités 0000 ^ 

à soustraire , mais on. a effectué les soustracdons par 
la pensée , comme dans la division. 

gS. Tous les nombres proposés ne sont pas des 
quàrrés parfaits. En jetant les yeux sur la table de la 
page i35, on voit, qu'entre les qvarrés de chacun des 
neuf premiers nombres , il ejciste des lacunes com-^ 
prenant plusieurs nombres qui n*ont point de racine ; 
45 , par exemple , n'est point un quarré , puisqu'il tombe 
entre 3G et 49- H arrivera donc le plus souvent que le 
nombre dont on demandera la racine quarrée, n'en aura 
point ; mais en opérant comme s'il en avait une , le 
résultat serala racine du plus grand quarré qu'il contient. 
Si on cherche"; par exemple , la racine de 2276, on' 
trouvera 47 * ^^i il restera 6*/, ce qui montre que 



D'A L G £ B|^R E. 143 

le plus .grand quarré contenu dans ^276 ^ est celui de 
fyj ou 320g. 

Gomme on pourrait craindre , après avoir trouvé la 
racine du plus grand quarré contenu dans un nombre ^ 
d'avoir mis quelques chiiFres trop faibles à la racine ^ 
voici un moyen de reconnaître si le reste est trop consir* 
dérable , et si la racine trouvée est trop petite. Le 
quarré de a -4- 6 étant 

VL on fait i = 1 ^ le quarré de a + i fera 

t quantité qui diffère de a', quarré de a , du double de a, 
plus l'unité. Donc si la racine trouvée devait être aug-» 
mentée de l'unité ou de plus que l'unité , il faudrait 
que son quarré , retranché du nombre proposé , laissât 
un reste au moins égal à deux fois, cette racine , plus 
l'unité. Toutes les fois que cette circonstance n'aura 
pas lieu » la racine extraite se;:a en effet celle du plus 
grand quarré contenu dans le nombre proposé. 

96. Puisque , pour multiplier une fraction par une 
firaction , il faut mnltipUer les numérateurs entr'eux et 
les dénominateurs entr'eux , il est évident que le pro- 
duit d'une fraction par elle-même y ou le quarré d'une 
fraction est égal au quarré de son numérateur, divisé 
parle quarré de son dénominateur. Il suit de là que 
pour extraire la racine quarrée d'une fraction , il faut 
extraire celle de son numérateur et celle de son déno^ 

25 5 
minateur. Ainsi la racine de ^ ^st g, parce que 5 

est la racine quarrée de 25 ^ et 8 celle de 64. 

C'est une chose très-importante à remarquer^ que 
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non-$eulement les quarrés des fractions ptopremcint 
dites ^ sont toujours des fractions , mais que tout nombre 
fractionnaire irréductible , étant multiplié par lui-^ 
même , donnera toujours un résultat fractionnaire au^i 
irréductible* 

97. Cçtte proposition repose sur dejle^ : 7*01^ 
nombre premier P , qui divise le produit A B «ile deux 
nombres A et B> divise nécessairement l'un de ces 
nombres, * 

Je suppose qu'il ne divise pas B , et que £ le «uxpasa^; 
en désignant par q le quotient entier de cette division , 
et par jB^ le reste, on aura 

d*oà, en multipliant pat ^ , on déduira 

et divisant les deux membres de cette équation p^ P^ 
on obtiendra 

AB j , AB' 

d*où il résulte que la divisibilité de AB par J* entntfne 
celle du produit AB* par le même nombre. Or B' étant 
le reste de la division de B par P , est nécessairement 
moindre que P'. ainsi, ne pouvant pas diviser iî' pat P, on 
divisera P par B\<yn aura un quotient cf et un reste Bf\ 
puis on divisera P par B"^ on aura un quotient ^^ etiu^ 
reste B**^ et ainsi de suite, puisque P est un nomln^ 
premier* 

Cela posé on aura cette suite d'équation» 

P = (fB' + B\ P = (7"i?^ + J5'% etc- 
.multipliant chacune par A y on obtiendra 
AP =: q'AB' + AB\ AP = q"AB" + AB*, etc. 

divisant 
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divisant par P , il viendra 

^=q -p — \r-p-, ■^='f -p — I — p-> etc. 

résultats qui font voir que j4B^ étant divisible par P , 
les produits ^^", AB'", etc. doivent Têtre aussi. Mais 
les^restes B^ , B'\ ff^^ etc. , deviennent de plus en plus 
petits; et Ton doit tombei enfin sur l'unité, car les 
opérations indiquées ' ci -dessus se continuent de la 
même manière tant que ces restes surpassent i , puisque 
P est un nombre preroièr ; et quand on est parvenu à 
Tunité , on a le produit ^ X i , qui doit être divisible 
par P : donc A , lui-même , doit être divisible par P. 

' Il suit de là que si lé nombre premier P , qu^on sup- 
pose ne pas diviser B , ne divise pas non plus ^ ^ il ne 
divisera point le produit de tes nombres. 

( Cette démonstration est y à^-peu-près , extraite de la 
Théorie des nombres de Legendre. ) 

98. Maintenant, lorsque la fraction - est irréductible , 

il n y a aucun nombre premier qui puisse diviser à-la-< 

fois i et a; et comme , d'après ce qui précède , tout 

nombre premier qui ne divise pas a , ne peut diviser 

(z X û , ou a* , que tout nombre premier qui ne divise 

pa^ A, ne divise-pas i X i ou A*, il devient évident que la 

A* ' . - b 

fraction -r- est aussi irréductible que -. 

a* ^ a 

99. Il résulte de cette dernière proposition que tous 
les nombres entiers , qui ne sont point des quarrés par- 
faits, n'ont point de racine , non-seulement en nombres 

Elém. d'Algèbre, 7* édition. K 
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entiers , mais encore en nombres fractionnaires. Cepeii* 
dant on sent qu'il doit exister une quantité qui, multi- 
pliée par elle-même , produise un nombre quelconque , 
12276 par exemple , et que dans ce cas , cette quantité 
est comprise entre ^j et 48 ; car 47 X ^7 y donne un 
produit moindre que ce nombre , 48 X 4^ en donne 
un plus grand *, et en partageant l'intervalle qui se trouve 
entre ^j et 48 , par des fractions , on trouve des nombres 
qui , multipliés par eux-mêmes , donnent des produits 
plus grands que le quarré de ^j , moindres que celui de 
48, et de plus en plus approchans du nombre 0276. 

L'extraction de la racine quarfée , appliquée aux nom« 
bres qui ne sont pas des quarrés parfaits , donne donc 
naissance à une nouvelle espèce de nombres ^ de même 
que la division engendre les fractions \ mais il y a cette 
différence entre les fractions et les racines des nombres 
qui ne sont pas des quarrés parfaits , que les premières ^ 
qui se composent toujours d'un nombre exact de parties 
de l'unité, ont avec cette unité une' commune mesure , 
ou un rapport exprimé par des nombres entiers, et que 
les secondes n'en ont point. i< 

En concevant l'unité partagée en cinq parties , par 
exemple , on exprime avec neuf- de ces parties le quo- • 
tient de la division de 9 par 5 , ou | ; ~ étant contenu 
cinq fois dans Tunîté et neuf fois dans | , est la comr 
mune mesure de Tunité et de la fraction f , et le rappoit 
de ces quantités est celui des nombres entiers 5 et 9. 

En considérant que les nombres entiers , aussi bien 
que les fractions, ont avec l'unité une commune me- 
sure on dit que ces quantités sont commensurables^ avec 
l'unité , ou simplement comniensurables ; et parce que 
leurs rapports^ ou raisons ^ avec l'unité sont exprimés par . 
des nombres entiers , on désigne aussi les nombres en- 
tiers et les fractions , sous le nom commun de nombres 
rationnels, • 
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Au coTittaire , la racine quarrée d'un nombre., qui 
a*est pas un quarré parfait , *est incommensurable ou 
irrationnelle y parce que, ne pouvant être représentée 
par aucune fraction , il s'ensuit qu'en quelque nombre 
de parties qu on suppose Tunité divisée , aucunes ne se** 
j"ont assez petites pour faiesurer en même temps , d'vme 
manière exacte , cette racine et l*unité. 

Pour indiquer en général Une racine à extraire', soit' 
qu'on puisse l'obtenir* exactement ou non , on se sert du 

signe V qu'on nomme radical ; 

y iQ est la même chose (jue 4^ 

V^a est incommensurable ou irrationnelle i • ; 

• 

100. .Quoiqu'on ne puisse , par aucun nombre qntier 
ou fractionnaire , obtenir une expression exacte dé v^2, 
on en approche cependant d'aussi près qu'on veut , en 
convertissant ce nombre en fraction dont le dénomina-* 
teur soit un quarré ; et la racine' du numérateur, prise 
seulement en nombre entier , donne celle du nombre 
proposé , exprimée en unités fractionnaires de Fe^pècô 
marquée par la taciné quarrée du dénominateur. 

Si l'on convertit , par exemple , le nombre a en-aS""'*, 
on aura If . La racine de 5o étant j en nombres entiers , 
et celle de aS étant exactement 5 ,' on aura f , ou i |, 
pour la racine de a , approchée à moins d'un 5*™*. 

101 . Il est visible t[ue cette opération, fondée sur ce 
qu'on a vu, dans le numéro gG , que le quarré d'une 
fraction était exprimé par une nouvelle fraction qui 
avait pour numérateur le quarré du numérateur prijaû-» 
tif , et pour dénominateur le quarré à}x dénominateur 
primitif, s'applique à quelqu'espèce de fraction que ce 
soit , et plus facilement encore aux déçimat|6 qu'à toute» 
les autres. En effet , il suit de son principe , que le 
quarré dhm nombre qui est exprijpré en dixièmes , doit 

K 2 
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l'être en centièmes , que celui d'un nombre exprimé 
en centièmes , doit l'être en dix - millièmes , et 
ainsi de suite ; et que par conséquent le nombre des 
chiffres -décimaux du quarré est toujours double de 
celui de la racine. Cette dernière remarque peut en- 
core se déduire du principe de' la multiplication des 
nombres décimaux , qui veut qu'un produit renferme ' 
autant de chiffres décimawç^ qu'il y en a tant dans Tua 
des facteurs que dans l'autre. Dans le cas actuel , le 
nombre proposé , considéré comme le prodiiit de ^ 
. racine multipliée par elle-même , doit avoir deux foii 
autant de chiffres décimaux que cette racine. 

Ce qui précède étant bien compris , il est aisé d'en 
conclure que si on veut obtenir la racine quarrée de 
2127 , par exemple ^ à moins d'un centième près ^ il faut 
réduire ce nombre en dix-milUèmes , c'est-à-dire , ajoor- 
ter quatre zéros à sa suite , ce qui donnera 122(^6000 
dix millièmes , dont on extraira la racine comme d'un 
pareil nombre d'unités entières ; mais pour marquer 
que le résultat doit être des centièmes , on séparera^ par 
, une virgule, les deux derniers chiffres sur la droite. On 
trouvera ainsi , que la racine de ia27 > ^ moins d'un cen- 
tième près, est i5,oG ; voici l'opération : 

i5oS 



2,27,00,00 



12,7 25 

2 00 00 3oo3 
19 64 

Si le nombre proposé contenait déjà des décimalea , 
il faudrait en rendre le nombre pair , ainsi que l'exige 
l'extraction. Pour extraire , par exemple , la racine de 
5 1 ,7 , on mettrait un zéro à la suite de ce nombre , ' 
poiir qu'il eût au moins des centièmes , et on extrairait 
ensuite la racine de 51^70. Si on voulait avoir une dé- 
cimale de plus , on mettrait deux zéros de plus à la 
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suite de ce nombre , ce qui ferait 5 1,7000 , et Y on trou- 
verait 7,1g pour sa racine. 

Ceux qui voudront s'exercer, pourront cherdier les 
racines quarrées des nombres 2 et 3 , avec sept chiffres 
décimaux , ce qui exigera qu ils n^ettent quatorze zéros 
à la suite de ces nombres , et ils devront trouver pour 
résultat 

l/â = i,4i42i36, ï/3 = i, 7320608. 

102. Lorsqu'on a trguvé plus de la moitié des chiffre* 
qu'on veut avoir à la racine , on peut obtenir le reçte 
par la seule division. Soit pour exemple 32976 : la ra- 
cine quarrée de ce nombre est i&i , avec un reste 2i5 ; 
en divisant ce reste 21 5 par 362 , double de 181 , et 
poussant le quotient jusqu'à deux décimales, on aura 
0,59 y qu'il faudra ajouter avec 181 , et il en résultera 
181,59 pour la racine de 32976 , exacte à moins d'un 
centième prè&. 

Pour prouver la légitimité de ce procédé , je désigne 
par N. le non^bre proposé -, par a la racine du plus grand 
quarré contenu dans ce nombre , et par b ce qu'il faut 
ajouter à cette racine pour avoir la racine exacte du 
nombre proposé ; on aura , d'après ces dénominations ^ 

d'où ' N — d'Tis^Qab + b\ 

a 

4rt divisant par 2 a ^ on t^ronvera 

sa « 2tt 

Ce résultat fait voir que le premier membre pourra 
être prié pour la valeur de b , toutes les fois que la quau- 

, b^ 
tité — sera plus petite que l'unité de l'ordre le moin^ 

élevé qui se trouve dans b. Mais le quarré d'un nombre 
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ne pouvant avoir au plus que deux fois autant de chif- 
fres que ce nombre , il s'ensuit que si le non^bre 
d^- chiffres de a surpaste le double de ceux de b, 

A* 
la quantité — sera alors une fraction. 

Dans Texçmple précédent , a = 1 8 1 unités ou 1 8 1 ooi 
centièmes , et a par conséquent un chiffre de plus que la 

quarré d^e 5q centièmes ; aussi* la fraction — devient 

• aa 

^ors ^Vr» €t se trouve beaucoup au-dessous d'une 

unité de la seconde partie 69-, ou d'un centième d'unité 

de la première, 

* 

io3. Ceci conduit à une méthode pour appro- 
cher de la racine quarrée d'un riombre par des fraction* 
ordinaires , en continuant indéfiniment le procédé de 
l'extraction des racines • elle est fondée sur ce que a 
étant la racine du plus gra^d quarré contenu dans* A^ , 

b est nécessairement une fraction, et la quantité -^ étant 

alor$ beaucoup plus petite qpe b, peut se négliger. 
,1 ._ • ■ . 

Soit pour exemple à extraire la racine quarrée de s; 
le plus grand quarré contenu dans c^ nombre étant i , 
après l'en avoir retranché , il reste 1 . Divisant ce riestô 
par le double de la racine , on trouve 7 5 prenant ce quo^- 
tient pour la quantité b , il vient , pour une première 
approximation de la racine, 1 + î, ou 7. Élevant cette 
racine au quarré , on trouve J , qui y retranchés de s^ 
ou J , donneront pour reste — j. Dans. ce cas , la fov-- 
mule 

devient 
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En prenant — 7^ pour b , il viendra pour la seconde 
approximation | — ^^ = il *> quarrant 7^ , on trou- 
vera fJ-J , quantité qui surpasse encore a ou \\i, Sub' 

^tituant 77 à la place de. a ^ il en résultera 

« 

12X54 "*"2a' 

ce qui donnera 

12X34 408 ' 

la troisième approximation sera donc 

17 1 _ 17X54—1 _57y 

12 12X54~ 408 408' 

Il est facile de continuer cette opération aussi loin qu'on 
voudra. Je' donnerai dans le Complément de- ce Traité 
d'autres formules plus commodes pour extraire les ra- 
cines en général. 

104. Pour approcher de la racine quarrée d'une frac- 
tion. Vidée qui s'offre d'abord est d'extraire par approxi- 
mation la racine quarrée du numérateur et celle du déno- 
minateur; mais en y réfléchissant un peu, on s'appercevra 
bientôt qu'on peut éviter l'une de ces opérations, en fai- 
sant ensorte que le dénominateur soit un quarré parfait , 
ce qui'ne tient qu'à multiplier les deux termes de la frac- 
tion proposée par ce dénoiîiinateur. Si on avait, par 
exemple , à extraire la racine quarrée de -i, on changerait 
cette fraction en 

5X7 _ 21 

en multipliant ses deujc termes par le dénominateur 7. 
La racine du numérateur de cette dernière fraction, étawt 

K 4 
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prise en nombres entiers , donne J pour celle de | , et c© 
résultat est approché à moins de j. , 

Pour obtenir un plus haut degré d'exactitude, il fau- 
drait convertir, au moins par approximation,la fraction f 
en une autre dont le dénominateur* fût le quarré d'un 
nombre plus grand que 7. On aurait , par exemple , à tV 
près, la racin« demandée, sil'on conyertissait f en 225'"*", 
puisque 226 est le quarré de 1 5 ; il viendrait ainsi ^r 
de 226*^'"" ou ^ , à moins de ri? '> la racihe de ~ est 
entre -^ et jf , mais plus près de la seconde fraction 
que de la première, parce que 9S est plus près de loo 
que 8 1 : on aurait donc 77 ou y pour la racine de | à 
moins de 77 près. 

Si l'on voulait employer les décimales pour extraire 
la racine approchée du numérateur de la fraction •—, on 
trouverait 4>583 pour la racine approchée du numéra- 
teur 2 1 , et on diviserait ce ïésultat par la racine du 
nouveau dénominateur. En poussant le quotient jusqu'à 
trois décimales, on aurait o,655. 

io5. Actuellement on est en état de résoudre toutes 
les équations dans lesquelles il n'entre que la seconde 
puissance de l'inconnue , Combinée avec des quantités 
connues. 

Il suffit ppur cela de réunir dans un seul membre 'tous 
les termes affectés de cette puissance ^ puis de la dégager - 
de ses piuàiplicateurs par la règle du n° lï : an obtient 
la vakur de l'inconnue , en extrayant la racine qimrrée 
de l'autre membre. 

Soit pour exemple l'équation 

En faisant disparaître les diviseurs , on trouve d'abord 

i5^V— iS8= 84— i4a?».. 
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Transposant dans le premier membre le terme i^x^^m^ 
dans le second le terme iS8 , il viendra 

iSar^-f i4x* = 844.i68 
ou 390;* = 262 

et ^=^^. 

n faut bien remarquer que pour indiquer la racine de la 

fraction ^^ f ai fait descendre le signe V^ au-dessous de 
la barre qui sépare le numérateur du dénominateur. Si j *a« 

vais écrit y cette expression aurait marqué le quo- 
tient que donne la racine quarrée du nombre aSa , quand 
on la divise par 29 ; résultat différent du premier, dana 
lequel la division doit être effectuée avant l'extraction de 
la racine. 

Soit encore Téquation littérale 

en opérait comme sur la précédente , on aura successi- 
vement 

aar* — cx*=cP — 6^ 



X 



a — c 



Je ferai observer à cette occasion, que lorsqu'on veut 
indiquer la racine quarrée d'une quantité complexe , il 
faut prolonger la barre supérieure du radical sur toute la 
quantité. 

La racine de la quantité 4 a^ b — 2 i^-|- c^ , s't'crirait 
ainsi. 
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ou bien encore 

en substituantàlabarre supérieure du radical une paren- 
thèse renfermant toutes les parties de la quantité dont 
il faut extraire la racine ; et cette dernière expression 
est préférable à l'autre ( 35 ). 

En général toute équation du second degré de l'es- 
pèce que je considère ici, pourra, par la transposition 
de ses termes^ être ramenée à la forme 



a 



^désignant le coefficient quelconque de x*; et on en 

V 

tirera 

P 



'=y^- 



1 oG, Par rapport aux nombres absolus , cette solution 
est complète, puisqu'elle ramène à pratiquer sur le nom- 
bre , soit entier , boit fractionnaire , que représente la 

quantité — , une opération arithmétique, conduisant 

* toujours à un résultat exact , ou approchant du vrai 
d'aussi près qu'on voudra; mais en ayant égard aux 
signes dont les quantité^ peuvent être affectées , l'ex- 
traction de la racine quarrée laisse une arabiguité d'a- 
près laquelle toute équation du second degré est suscep- 
tible de deux solutions, tandis que celles du premier 
degré n'en ont qu'une^ 

' En effet , dans l'équation générale a?* = aS , la va- 
leur de X étant la quantité qui^ élevéeau quarré, produit 
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a5 , elle pourra , si on considère les quantités algébri- 
quement , être affectée indifféremment du signe + ou 
du signe -*- ; car , soit qu'on la désigne par -f- 5 ou 
par — 5 , on ^ura également pour son quarré 

+ 5x + 5 =+25 ou — 5x~5 = + 25: 

on peut donc prendre . 

x = + 5, 
ou a? = — 5. 

Par la même raisoD , pour l'équation générée 






on aura indifféremment 



ou 



'=+\/°i. 
-i^?- 



On comprend ces deux expressions dans la suî- 
yante : 



.-^\/°-^- 



où le double signe ± indiqué qu'on peut affecter alter- 
nativement du signe -f- ou du signe — , la valeur numé- 
rique de 

^a q 

T 

D'après ce qxi'on vient de remarquer, c'est une règle 
générale quil faut donner à la racine quarrée d^une 
quantité quelconque le double signe it. 



ï/" 
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On pourrait, d'après cette règle, demander potir-^ 
quoi, X étant la racine quarré de x^y on n'aiFecte pas aussi 
X du double signe zt. ? On répondra d*abord , avec 
M. Develey , (^Algèbre d'Emile, T. II.) que la lettre 
X ayant été posée simplement sans signe ( c'est-à-dire* 
avec le signe + ) , comme le symbole de l'inconnue , 
c'est dans cet état qu'il en faut déterminer la valeur, et 
que 4orsqu'on cherche un nombre x dont le quarré soit 
b, par exemple-, il n'y a que ces deux solutions possibles : 

a;=i:+ \^by xz^ — \/b. Ensuite, quand mêmei en 

résolvant l'équation x* = 6 , on* écrirait ±: x=d- 1/6 , 
et qu'on arrangerait ces signas* de toutes les manières 
possibles , savoir : 

+x = +{/b, —x=—\/l 

+ x=—y^b, —x—+\/l 

on n'obtiendrait rien de plus, puisqu'en changeant le signe 
des membres de la seconde équation de chaque ligne 
(67), on retomberait sur la première. 

107. Il suit encore de la considération des signes, que 
ai le second membre de l'équation générale 

P 

était un nombre négatif, l'équation serait absurde, 
puisque le quarré d'une quantité aiFéctée, soit du signe 
-4-, soit du signe — , étant toujoiirs affecté du signe -f- , 
on ne peut trouver ni dans l'ordre des quantités posi- 
tives, ni dans celui des quantités négatives^ aucuzie 
quantité dont le quarré soit négatif. 

C'est cette circonstance qu'on exprime lorsqu'on dit 
que la racine d'une quantité négative est imaginaire* 

Si on parvenait à l'équation 

X» + 25 = 9 ,. 
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on en tirerait 

ou «*= — 16; 

or il n'y a aucun nombre qui, multiplié par lui-même, 
puisse produire — a 6. Il est bien vrai que — 4 multiplié 
par + 4 donne — 1 6 ; mais ces deux quantités ayant un 
ligne différent^ ne peuvent être considérées comme égales, 
et leur produit n'est par conséquent pas un quarré. On 
verra plus bas de nouveaux çclaircissemens sur cette espèce 
de contradiction , qu'il faut bien distinguer de celle du 
n°58, qu'un simple changement dans le signe de Tin- 
connue a fait disparaître ; ici c'est le signe du quai^é a^ 
qu'il faudrait changer. 

io8. Pour être complète , une équation du second de- 
gré à ime seule inconnue , doit contenir trois sortes de 
termes, savoir : des termes affectés du quarré de l'in- 
connue, d'autres affectés de l'inconnue au premier degré , 
d'autres enfin tous connus : telles sont les équations 

La première est, à quelques égards , plus simple que la 
seconde, parce qu'elle ne renferme que trois termes, 
que le quarré de a; y e§t pris positivement , et n'a pour 
coefficient que l'unité. C'est sous cette dernière forme 
qu'on met toujours les équations du second degré avant 
de les résoudre ; ensorte qu'elles peuvent être représen-* 
tées alors par cette formule : • 

p et q désignant des quantités connues , soit positives, 
soit négatives. 

Il est visible qu'on amènera toute équation du second 
degré à cet état, i''. en passant dans un seul membre 
tous les termes affectés de x (10) *, 2®. en changeant le 
(igné de chaque terme de l'équation pour rendre positif 
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celui de x*, s'il était d'abord négatif (67) ; 5'. en divisant 
t^s les termes de l'équation par le multiplicateur de x*, 
si ce quarré en a un (1 1)^ ou en noiultipliant par son divi* 
seùr', s'il est divisé (12). 

En appliquant Ceci à l'équation 

elle devient y lorsqu'on passe dans le premier membre 
les .termes affectés de r , * 

— 4x* + 6x=4; 
lorsqu'on change les signes , 

lorsqu'on multiplie par le diviseur 5 , 

' ,3x*— 3o x=c-^ 20, . 
et lorsqu'on divise par le multiplicateur 3, 



X*— iox = -- Y*' 



En comparant cette équation avec la jfbrmule générale 
On aurait pour ce cas particulier 

/?= — lO, qf= 3-. 

109. Pour parvenir à la solution des équations ainsi 
préparées , il faut se rappeler ce que j'ai fait remarquer 
(34), savoir : que le quarré d'une quantité composée de 
deux termes , contient toujours le quan'é du premier 
terme , le double du premier terme multiplié par le se- 
cond , et le quarré du second ; et que par conséquent le 
premier membre de l'équation 

idans- laquelle a et è sont des quantités connues , est im 
quarré parfait, celui de x"+ a, ou qu'il en résulte 
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Prenant là racine quarrée* du premier membre ^ et indi« 
quant celle du second y on aura 

équation qui n'est plus que du pAraier degré ^ par rap-« 
port à l'inconnue x , et donne , eh transposant , 

x= — ait v/ b. 

Une équation du second degré serait donc facilement té^ 
soljie si elle était ramenée à la forme 

x* + iîax + a* = i, 
c'est-à-dire , si son premier membre était un quarté. 
Mais le premier membre de l'équation générale 

07* + P ^ = 9> 
renferme déjà deux termesque l'on peutregarder comme 
faisant partie du quarré d'un binôme , savoir : 0^ qui sera 
le quarré du premier terme x, ttpx qui sera le double 
du premier multiplié par le» second , lequel ne peut être 
par conséquent que la moitié dep, ou^p. Pour ache- 
ver le quarré du binôme a; + -^ p, il faudrait encore lô 
quarré du second terme |p-, mais ce quarré peut être 
formé, puisque ptt\p sont des quantités connues , et 
peut ensuite être ajouté au premier membre, pourvu 
qu'on l'ajoute en même temps au second, afin de con- 
server l'égalité ; et ce dernier membre demeurera encore 
tout connu. 

Le quarré de -jp étant \ p* , son addition aux deu< 
membres de l'équation proposée , 

la change en 

x^ + px+ip^ = q + ip\ 

résultat dont le premier membre est le quarré de j: -f"i/>l 
prenant donc la racine des deux membres , j'ai ^ 
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et transposant , il vient 

d'où je tire successivement 

et x = ^\p—\/q+ip\ 

J'ai donné le signe + au second terme ^ p de la ra- 
cine du premier membre de l'équation proposée , à cause 
que le second terme de ce membre était positif; il faut 
y mettre le signe — dans le cas contraire , parce que le 
quarré x" — 3 û a: -f- a* répond au binôme x — a. 

Larésolutioil d'une équation quelconque du second de- 
gré^ s'obtiendra en rapportant cette équation àla formule 
. générale 

X* -^pxrrzq', 

ou bien en appliquant immédiatement à l'équation pro* 
posée ; l'opération que l'on a faite sur cette formule, '> 

et qui peut s'énoncer comme il suit : 

I 

* Rendre le premier membre de t équation proposée un 
quarré parfait ^ en y ajoutant, ainsi qu au second ^ lequarré 
delà moitié de la quantité donnée qui multiplie la pre^ 
mière puissante de V inconnue; égaler ensuite les racines 
quarfées de chaque membre , en observant que celle du 
premier est composée de l'inconnue et de la moitié de la 
quantité donnée, qui la multiplie dans te second terme, 
prise avec le signe de cette quantité , et que la racine 
du second membre doit être précédée du signe db, et 
indiquée par le signe \/, si elle ne peut s'obtenir immé^ 
diatement. 

En voici des exemples. 
♦ 

lie. Trouver un nombre tel, qii'eh P ajoutant jfois 
€1 son quarré, la somme soit 44' 

X 
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X désignant le nombre ç)ierché , l'éguâtîqn sera évi- 
demment 

Pour la résoudre, je prends l , moitié du cqel&cient 7 
qui multiplie x, et T élevant au quarré , j'ai la quantité ^ 
que j'ajoute à chaque membre ^ ainsi qu*il suit : 

•t en réduisant lé second membre en une seule fraction» 
il vient 

0:^^+70? + ^=—. 

Laracine du premier membre est, suivantlarègle ci-dessus^ 
X -f- -, et on trouve pour celle du second — ; on a donc 
l'équation 



^a' a 



de laquelle on tire 

.7I.-15 



a ' a 
45 B 



^ = — r + — .= r = 4 * 



ou 

a a- a 



7 v5__ ^3 



ai 

a a a 



La première valeur de x résout la question dans le 
sens de son énoncé, puisqu'on a par cette valeur 






'• -» • » t 1 



•iycc; is;aS- 



somj[ne.. •. • ,44- 

àiëml d'Algèbre. 7"" édiAoîi. h 



1 < < «. .1 1 j 
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Quant à la seconde^ comme elle est affectée dusigne— -, 
le terme 7 x devenant 

7X — 11= — 77, • ^ 

doit être retranché de x*; ensorte que l'énoncé de la 
question résolue par le nombre 11^ est celui-ci : 

Trouver un nombre tel , qu'en retranchant j fois ce 
nombre de son quarré, il reste /^, 

La valeur négative modifie donc ici la question d'une 
manière analogue à ce qu'on a vu pour les équations du, 
premier degré. 

Si on mettait l'énoncé ci-dessus en équation ^ on ob* 
tiendrait 

et en la résolvant ,. il viendrait 

— .Z = ±: — 

a a - 
aa . 

x-= =11 

a - 

_2_i5__8^_ 

La valeur négative de x est devenue positive y parce 
qu'elle satisfait littéralement au-nouvel énoncé^ et la va- 
leur positive, qui n'y satisfait pas-de même, est devenue 
négative. 

On v^it par là que , dans lé 'second de^é, TAJgèbre 
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réunit dans la mênifi formule deux questions qtli ont 
entre elles une certaine analogie. 

1 1 K Quelquefois les énoncés qui mènent à des équa- 
tions du second degré sont susceptibles de deux solutions; 
le suivant est dans ce taé i . 

Trouver un nombre tel, que si l'on ajoute i5 à son 
quarré, fa somme soit égale à S fois ce nombre. 

Soit X le nombre cherché^ Téquation du problème sera 

£n mettant Cette équation sous la forme prescrite^ 
n* 108^ on aura 

a:*— 8a?== — i5 

• • . t • 

X*— 8a?-f- iS= i 
OU x==5 



'I ! I « 
1" ' 






11 y a donc deujc notubres diflfêrens 5 et3 ^ qu^ouissént 
de la pnoprlété comprièevdana rénobcé j :; 

lia. Quelquefois améî un rencontra del^ éùoâbés qui 
ne peuyeut^tre résolu^ d'^auçune n^anière d^i^çleimsens 
précis, et qui doivent êtfe ilioidâiés ; ce Cas .est oelui oi^les 
deux racines de l'équation sont négatives \ cominë celles 

x^ + S x^-f- 6 = fl^ 

Cette équation^ qui ^xpiiiûe qHelefzmfr^ c^u /ipm^ eAer-- 
ché augmenté de 5 fois ce nojpbre^ et encore de 6, doil 
donner une somme égale à 'a-, hé petit évidêmnlelit être 
vérifiée par addition, comma f lle^st pofée, puisque djkjà 
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6 surpasse a ; et en effet, si on la résout, on trouve 
sjiccessiyement 

xH — =d:- 

a a ~- . 

â"'"â 

_ 5 3 , 

a â ^ 

Les signes— dont sont aifectés les nombres i et 4, 
font voir que le terme 5 x^ doit être retranché des autres, 
ou quel'énoiiiicé'^ôit, pour les deux valeurs, être rédigé 
ainsi : \ 

Trouver un riàJnbre tel, ^ue si on le retranche 5 fois de 
sonquarré, et gu'on ajoute 6 au reste, on ait 2 pour 
résultat. 

Cet énoncé fourniit l'équation 

a:* — ' 5 ac + 6 = a , 

qui donne pour a? les deuxTaleurs positives i et 4.' 

i't3. Soit encore ce problème : 

"^PiiHà^ëhin Nombre, p en deuJx pdttiéidôht tepirdduit 
-sàltëgaPà'q. 

^n désignant une de ces parties par x^ TaUtre sera ex- 
primée par p — 07, et leur produit sera px'^x^', on aura 
donc réquation 

t . ... 

.*:ft^^. C9..ctanseantles sigaes,; . 



f I ■ ' k I « 
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résolvant cette dernière , on trouvera 

JSi, pour particulariser la question , on fai$.a}t 

p=io, 9=ai, 
on aurait 

^u a? = 5 di a 

c'est-à-dire, que l'une des parties serait 7, et l'autre serait 
par conséquent 10 —7 ou 3. 

Si on prenait au contraire 3 pour x, Fautre .partie serait 
1 G — 3 on 7 ; ensorte que pacrapport à Ténoncé actuel^ la 
question n'a, à proprement parler, qu'une sol\ition, puis- 
que la seconde n'est qu'un changement d'ordre entre 
les parties. 

L'inspection attentive de la valeur de x fait voir que 
dans la question dont â s^agit, on ne peut pas prendre 
indistinctement les nombres p et q ; car si q surpjassait 

2-, on lequarrédc-p,laquantité^— ç, serait né- 
gative , et on retomberait sur le caractère d'absurdité re- 
marqué dans le n^ 107. 

Si on prenait, par exemple , 

ps=:lb et^==:3o, 
il viendrait 

x=5±: Ka5 — 3o = 5±/^; 

le problème serait donc impossible avec ces donnée». 
114. L'absurdité des questions qui conduisent à der 

L3 
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racines imaginaire3 ne se manifest^ que par la conclu-* 
sion 4 et Ton doit désirer de connaître par des caractères 
tenant de plus près à Ténoncé ^ en quoi consiste Tabsur- 
dite du problème^ de laquelle résulte celle de 1^ solution; 
c'est ce que fera.yoir d'une manière précise la considéra-» 
tion suivante ; 

Soit d la différence des deux parties du nombr^f pro** 
posé \ la plus grande sera -+*-, la plus petite-—- (5) \ 
or il est bien prouvé (23 , 3o et 34) que 

\^^i) Va ay~4 4 * 

î 

donc le produit des deux parjtiçs du nombre proposé , 

quelles qu'elles soient y sera toujours moindre que Sy- , ou 

que le quarré de la moitié de leur sptnme , tant quç d ne sera 
pa3 nul \ et quand cette circonstance a lieu^ chacune 

de ces deux parties étant égales à - , leur produit n'est 

que ^. Il est donc absurde ^e ^mander qu'il soit^plu.^ 

4 ; • . ^ ^ 

grand; et c est avec raison qiife l'Algèbre, répondant alors 

d'une manière contradictoire <|ux principes^ prouve par 

là que ce qu'on cherche n'existe pas . 

L'équatioA 

X* — p a;=— ç, 

fournie par la question précéil^nte ;, comprend toute» 
celles du second degré oà q est négatif dans le second 
membre , les seules dans lesquelles on puisse rencontrer 

des racines imaginaires , puisque le terme -^ placé 

sous le radical, conserve toujours le signe + quel que 
<K)it celui de p. En effet en supposant que p fût négatif, 
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•n aurait alors T équation 

qui ne saurait admettre aucune solution positive ^ puisque 
son premier membre ne renferme que des termes additifs^ 
Pour savoir si l'inconnue x pourrait être négative^ il suffi- 
rait de changer x en — y, ce qui rendrait^ poûtif , et 
donnerait l'équation 

y—py + q = o, ou y — p^ = — ç, 

qui est précisément celle du numéro précédent; or 
d'après ce qui précède il ne saurait exister de valeur 
pour j^ : il n'y en a donc pas non plus pour x. 

On voit par les remarqua ci -* dessus comment et^ 
pourquoi, /or^fue le terme tout connu d'une équation du 
second degré est négatif dans le second membfe, e^ 
plus grand que le quarré de la moitié du coefficient de 
la première puissance de l'inconnue, cette équation ne 
peut avoir que des racines imaginaires. 

11 5. Les expressions 

et en général celles qui comprennent la racine quarrée 
d'une quantité négative , se nomment quantités imagi- 
naires Ç^). Ce ne sont que des symboles d'absurdité qui 
tiennent la place de la valeur qu'on aurait obtenue^ si la 
question proposée eut été possible. 

On ne les néglige point dans le calcul , parce quH 
arrive quelquefois qu'en les combinant d'après certaines 
lois, l'absurdité se détruit , et le résultat devient réel. On 
en trouvera des exemples dans le Complément. 



(*) D serait plus exact de dire erpressions ou symboles imagmaîreh 
puisque ce 90 sout p'^s des quantités. 

L 4 
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116. Comme il importe beaucoup aux commençans 
d'acquérir des notions exactes sur tous lesyaiV.; d'analyse 
qui paraissent sortir des idées communes, j'ai cru qu'il 
fallait aussi ajouter quelques éclaircissemens à ce que l'on 
a déjà vu (106) sur la nécessité d'admettre deux solutions 
dans les équations du second degré. 

Je vais montrer que s'il existe une quantité a qui, 
substituée à la place de x, satisfasse à l'équation du se- 
cond degré x* + p x =: q , et soit par conséquehilà valeur 
dex, cette inconnue aura ehcofe une autre valeur. Si l'on 
substitue , en effet , a à la place de a: , il en réstiltera 
a^ --i- pa'= q ', et puisque, par l'hypothèse , a est- la va- 
leur de 07, 9 sera nécesstirement égal à la quantité 
a^-j^pa: on pourra donc écrire cette quantité.. an 
lieu dé q, daàs l'équation proposée, qui deviendra par là 

Transposant tous les termes du second membre dans le 
premier, il viendra 

qù*on peut écrire ainsi : 

X»— i.û* + p (a: — â)=o; 
et à cause quç 

x^—t^=(x+a) (a:— c) (34), 

on voit sur-le-champ que le premier membre est divisible 
par X — a, et donne un quotient exact, savoir : x -f- ij -f- p : 
•n a donc, d'après cela. 
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Hâintenant fl est évident qu*un produit est égal à zéro, 
lorsque Tun quelconque de ses facteurs devient nul ; on 
doit donc avoir 

(a;— a) (x+.a + p)=o, 

non-seulement lorsque x = a , ce qui donne 

x-— a= 0,. 

nms encore lorsque x + a+p = o, d*où .il résulte 

x== — a — p. 

Il est donc prouvé que si a est une des valeurs de 
«, r— a — p sera nécessairement l'autre. 

Ce résultat s'accorde avec les deux valeurs comprises 
dans la formule 

a:= — Iprt v/ç + ip"; 

^ l 

car en prenant pour a la première > -^ .' p + K ^ + 4 /'^ 
par exemple , on trouverait pour l'autre 

ce 'qui est en effet I4 seconde racine. 

Je reviendrai dans la suite sur ces rénaarques y qui 
contiennent le germe de la théorie générale dés équations 
d'un degré quelconque. 

117. La diificilltede mettre lesproblèmes en équation, 
est pour le second degré ^ et en général pour quelque de- 
gré que ce soit , la niêîne que pour le premier, et con- 
siste toujours dans la manière de démêler toutes les 
conditions distinctes ^ comprises dans l'énoncé, et de 
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les exprimer à Taide des caractères algébriques. Lei 
questions précédentes n'offraient aucune difficulté à cet 
égard, et Ton doit s'être suffisamment exercé dès le pre* 
mier degré ; cependant je vais encore résoudre quelques 
questions qui donneront lieu à plusieurs observations 
utiles. 

On a employé deux ouvriers , gagnant des salaires 
différens; le premier ayant été payé au bout d*un certain 
nombre de jours , a reçu ^Sfr.; et le deuxième ayant tra- 
vaille six jours de moins , n'a eu que 54 fi' > s'il avait 
•travaillé tous les jours, et que l'autre eût manqué six jours, 
ils auraient reçu tous deux la même somme: on demande 
combien de jours chacun à travaillé,, et le prix de sa 
journée. 

Ce problème , qui semble d'abord renfermer plusieurs 
inconnues-, se résout facilement par le moyen d'une 
seule , parce que les autres s'expriment immédiatement 
par celle-ci. 

£n désignant par x le nombre des jours de travail diL 
premier ouvrier , 

a: — 6 sera celui des jours de travail du second, 
^- sera le prix de la journée du. premier ouvrier , 

ç^ celui de la journée du second ; 

61 ce dernier eût travaillé pendant x jours , il aurait 
gagné 

^ 54 54 X 

et le premiertravaillant seulement 07 — Sjours^ n'aurait eu 
qu6 (07-76)^^ ou 2«-^ i: 

'M> X 
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l'équation du problème sera donc . . 

54 "3^ _ 96 (-r — 6) 

Ilfant d'abord faire disparaître lee dénominateurs d» 
cette équation , et il yiept 

54a:»z=96 (x— 6) (x — 6); 

les noinbres 54 et 96 étant tous deux divisibles par 6 ^ oa 
résultat 30 simplîQe;; on trouve 

9 a:»'= iG (x— 6) (jç — S). 

On pourrait préparer cette dernière équation suivant la 
règle du n^ 108, pour la résoudre ; mais l'objet de cette 
règle n'étant que de faciliter l'extraction de la racine de 
chaque membre de Téquation proposée^ elle est inu- 
tile ici, où les deux membres se présentent d'abord sous 
la forme de quarrés ; car il est visible que 9 x^ est le 
quarrédeSx^ et que 16 (x— 6) (x — 6)estlequarré 
de 4 (x— S ) ; on aura donc tout dé suite 

3x=;=ih4(« — 6); 
id*oiî il résulte 

3x= 4 ^ -r 24, X := 24 

3x= — 4^ + 24, x;=—. 

7 

Par lapremièr& solution de la question, le premier ou* 
vrieratravaillé pendant 24Jours, etagagné par conséquent 

^ ou 4 francs par joiit, tandis que le second n'a tra- 

vaille que 1 8 jours , et â gagné -~ , ouSfrancspar jour. 

La seconde solution répond à une autre question nu- 
mérique liée à l'équation proposée d'une manière ana^ 
logue à celle que j'ai remarquée dans le n* ii 1 . 
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118. On remet à un banquier deux billets sur la 
même personne ; le premier de 55o francs payable dans 
sept mois , le second de jîio francs payable dans quatre 
mois; et il donne pour le tout une somme de 1 i^oo francs .• 
on demande quel est le taux annuel de l* intérêt d'après 
lequel ces billets ont été escomptés» 

Afin d'évite;r les fractions dans l'.expression des intérêts 
pour sept mois et pour quatre , je représenterai par 1220: 
celui que produit annuellement une soçuDe de 1 00 francs, 
et l'intérêt d'un mois sera alors x. Cela posé ^ la valeur 
présente du premier iiillet s'obtiendra en faisant la pro- 
portion 

100 + 7^ • 100 î: 55o : -^ ; ^ (Arith, lao) ; 

100 -f- 7 ^ 

Ja valeur présente du second billet résultei'a de même 

de la proportion * 

. . 72000 

100+40; : loofi: 720: — ' T"- 

^^ ' 100 + ^x 

En réunissant ces deux valeurs-, l'équation du problème 

sera 

55ooo , 72000 

^ r- = 1200. 



100 + 7J17 100-4-4^* 

Les deux membres pouvant se diviser par 200, on a 

275 , .560 _ç\ 

100+70? 100 + 4r^ * 

■ 

puis faisant disparaître les dénominateurs^ on trouve 
«uccessivement 

275Cioo+4r)+36o(ioo+7x)'3p6(ioo+7Jc)(içiç+i 
27600 + 1 100 X + 36600 + 26200: = 
60000 + 6600 or + 16S;»* ,' 

ce qui se réduit à . ., î 

168 x* + 2980 r = SScjio-; 
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et divisant tout par 2 , on obtient 

ee qui donne enfin 

^j.i490 1750 

^^ 84 84 • 

En comparant cette équation à la formule 

af" + px = q , 
il vient 



p 


=^-'= 


175o 

i4-' 


et Texpression 






X — — 


■i^*l/Ç 


+</ 


se change en 







745 I /745^ i25o 
'^~ 84— K 84.84 ^ 84 • 

Il faut d'abord rédiûre à une seule les fractions com- 
prises sons le radical : on «ara 




45 ."745 + 1760. 84 __ 7oaoa5 
" 84.84 "" 84.84 ' 

et en observant que le dénominateur de cette fraction 
est un quarré païfait , il ne restera qu'à extraire la ra- 
cine quarrée du numérateur. Si on s'arrête aux mil-* 
lième8,ontrouvera'857,869, pour celle de 702026 ; et 
en lui donnant le dénominateur 84 , les valeurs de x 
feront 



« • .-- 



"^""^,■54 ^"^84 — 84" 

.^ . «37,869 i58à,86a 

.«4- :ni4^— 84 V 
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La première de ces valeurs, est k; seule qui réêoUe 
la question dans le sens de son énoncé. En divisant son 
dénominateur par 12, on a {Arith, 54) 

. 12X =5^:^=13,267; 
7 

c'est-à-dire que Tintérêt annuel est de i3 , 27 p. f. 

i 19. La question suivante est digne d'attention , par 
les circonstances que présente l'expression de l'inconnue* 

Partager un nombre en deux parties dont les quarrés 
soient dans un rapport donné. 

Soit a le nombre donné , 

m le rapport des quarrés de ses deux parties , 
X l'une de ces parties ; 

l'autre sera a — > a? ; 

et d'après l'énoncé de la question^ on aura l'équatioii 



X»' 



771. 



(a — x) (a — jjj * 

Il se présente pour la résoudre deux voies : on peut 
ou la préparer pour lui donner la forme od^ 4* p^»^, 
et la résoudre ensuite par la méthode générale ; ou bien 
profitant de la remarque facile à faire , que la fraction 



:r« 



(a — x)(a — aï) 

cdt Un quatre^ puisque son nupiérateuf et son dénomi- 
Mateur sont des iquarrés , on en. conclura sur-le^chàpip. 



tt 



= d=v^, 



a — X 
• txij^±,Xa—x)y'^, 

En résolvant séparément les deux équations du preUiief 
degré cdmpnses dans (Cette formule 1^ savoir : 
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*« = —(« — à?) V^m, 

tm en tirera âp = 7=^ 

i + \/m 

—a Vwïï 
« = î^- 

Par la première solution j la seconde partie du nombr» 
proposé est 

aym a + a i/m — a l/ zn a 

IX_ ^ = — ! 1 '^ = ■ _^ ; 

i+V^m i-f.\/m i-|-V/iii 

et les deux parties 

=: et 



1 +V^ m 1 + V^ m 

«ont^ comme Texige Ténoncé de la question, toutes 
deux plus petites que le nombre proposé. 

Par la seconde solution , on a 



«+ 



Cym g— g^/m + gy/m û 



.A. « 



^~"V^m \ i-r-V^ ^ — V^ 7» 



et les deux parties alors sont 

g 1/ m 

:= et 



1— .y/z/i 1 — Vl^TTi 

Leurs signes étant contraires , le nombre a n'est plus , 
à proprement parler , leur somme , mais leur différence. 

Lorsqu'oiik fait ttiss 1 , c'est-à-dire qu'on suppose que 
les quàrréades deux parties cberchées sont égaux ^ on a 

y/ 171 := 1 i 

la première solution donne deux parties égales, 

a 



t 



a' 
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résultat évident par lui-même, tandis que la seconde 
jiolution donne deux résultats infinis (68*) , savoir : 



a "-^ a a a 

ou , et OU' - ; 



1 — I G I 10 

ce qui doit être , car il n'y a qu'en regardant deux 
quantités comme infiniment grandes , par rapport à 
leur différence a , qtf'on peut supposer le rapport de 
leurs quarrés égal à l'unité. 

En effet , soient a; et x — a , ces deux quantités ; le 
rapport de leurs quarrés sera 

et en divisant les deux termes de cette fraction par x* , 
elle deviendra 

1 

or il est visible que plus le nombre x sera grand , plus 
les fractions — : , --3 > seront petites , et plus- le rapport 

ci-dessus approchera d'être égal à 7 ^ ou à 1 . 

lâo. Pour comparer maintenant à la marche qu*on 
vient de tenir ^ la méthode générale, on développera 
l'équation 



= m: 



(a— x) (a— ^) 

on aura succesôiVement 

,a:»=7ii(a — x)f^a — x) 
o(^'=z a^m — aamopH- mx* 
JC* — ma:* -(" 2d77ia: = a*?» 
^ (1 -^ m) jr*»4- fkamx is-c*'?» 

aamx j|k a* m 



m '. 1 — 7» * 



et 
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«t faisant p = -, <] = ■-— — , 

1 — m 1 ^"^ m 

la formule générale donnera 

a m ^i y c^rn^ , a^m 

x==— ±lx 7 TT ^-"^H • 

I — m K (i — /ii)(i — Tn) I — m 

Ces Valeurs de x paraissent bien différentes de celles 
qm ont été trouvées plus haut ; cependant elles s'y 
ramènent , et c'est en quoi l'exemple qui m'occupe peut 
être utile pour montrer Timporfance des transforma- 
tions que les diverses opérations algébriques produisent 
dans l'ejqnression des quantités. 

Il faut premièrement réduire au même dénominateur 
les deux fractions comprises sous le radical , ce qui #'ef«- 
fectuera en multipliant par 1 -^ m , les deux termes d» 
la seconde ; et il viendra 

• fl^m^ j_ **" ''^ -^ ^^ "^ ^^^ ( 1 — m ) 

(i — m)(i-^7n) I— m (1 — 7?i) (1 — m) "^ 



(i — m)(i— ^m) (1— m) (1— m)' 

Le dénominateur étant un quarré , il restera seulement 
à extraire la racine du numérateur, et on aura 

y^ (1 — 7») (1 — m)"'" I— 7?t"" 1 — m' 

■ -1 . ■. 

mais l'expression i/aV. pept encore $e>vïiplifier. 

II est visible que 1b qi^arré d'un produit se comtp ose 
du produit des quarrés de chacun de ^s facteurs, puis- 
que, par exemple. 

et que par conséquent 1* racin^de ô^cj^cE* n'est aptre 
chose que le produitiié* racines i , c étrf, des racteiirs 
i', c* et d*. En appliquant cette remarque au produit 
tf*^> on voit que sa racine eist- le produit de û, racine 
EUm. à' Algèbre. 7* édition. M 
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de a*, par ^ m qui est rindication de la racine de rh^ 
ou que 

ya^m -zz.a ^ m, 
II suit de ces diverses transformations que 



a m **_. a y/ m 



1—771 1 771 * 

ou bien « = 

1 771 

• a*77i ^- a v 771. 

1 771 

Quelque' simples qu'elles soient , ces expressions ne 

sont pas encore celles du numéro précédent ; et même 

8i on cherche à les vérifier pour le cas où m = i > ellei 

deviennent 

--^ a ^ a o 

1 -— 1 o 
—a — a — aa 

1 — 1 G* 

On retrouve dans la seconde. le symbole de l'infini 
comme précédenmient , mais la première présente cette 
forme indéterminée , ^ , dont on a déjà vu des exemples 
dans les n**' 69 et 70 ; et avant de prononcer sur sa va- 
leur ^ il est à propos d'examiner si elle ne tombe pas 
dans le cas du n® 70 : si ce n'est pas un facteur commun 
au numérateur et au dénominateur , que la supposition * 
de 771 =: I ^ rend égal à zéro. 

emression ^ ^ 

• 1 —771 N 

• -. a(— 7n+i/77i) afi/^ — 771) 
revient --i: --^ = -^^ ^ — -. 

1—771 1—771 

On Toit déjà que le numérateur ne devient zéro ^ qne 
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par le facteur ^ m'^m\ il. faut donc chercher si ce 
dernier n'aurait pas quelque facieur commua avec lo 
dénominate\ur 1 -— m« Pour éviter l'embarras que pour- 
rait causer le signe radical ^ je &is l/'m =± n , et f en 
conclus , en prenant les quarrés ^ m =1= 71* ; ceci change 
les quantitéq , . « 

j/ m •-«♦rTii et 1 -* m 

en n — JFi^eti— II*; 

or ïi*— n'=Fi(i— n) et 1— n*=(i— ») (i + n)(34); 

•a remettant pour n sa yaleur y^ m , on a 

|/m— Jii==(i — ï/rn) V/to 

1 — m= ( 1 — \/ rtT) ( 1 + ^/lïî) 
et par conséquent 

résultat semblable à celui du n® 1 iq. 

On réduit de même la seconde valeur de x , en ob« 
servant que 

— a \/ m— cm ^_^ — a ( 1 + \/*m ) v/ 711. . 

f— '^ ~(i— V^m)(i + V"wi> : 

■^g y/m. 

1 — y/ m 
oomme dans le n^ 119 ('^). 






(^) L'exemple que je viens de traiter si an loogi rffpond à "tfA. .pro- 
Jblème résolu par Clairaut dans son Algèbre, et dont Ténoncé est ce- 
lui-ci : Tiyiuver sui^Ja lign9 ^ui joint deU» iumièréê quelconques , 'I0 
point où ces deux lumières éclaitentégslemsHt, J'ai dsponâlié ce pro* ' 
Uènie des circonstances physiques qui sont e'trangères à l'objet de cet 
onvrdgé, etquine peuvent que détourner l'attention qu'exigent les cir- 
constances algébriqnes , très-remarqtiables en elles-métncs ', et qîiè'» 
pour ce\V9 niUoQ> i'aidérdoppécs pliu q[ae |m l'avait fût CUiraat 

M % 
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II n'est pas dilïïcile de voir que j'aurais pu éviter Ie« 
radicaux dans les calculs préç\édeii9, en tepVéâetitant 
par m^ le • rapport dei quart éà ' <les deto ' jparties dii 
nombreproposé : alors 7h èii'efit'été'Iâ ràcïèie (juarrée ,' 
qu'on peut toujour9 regarder comme connue ; lorsque, 
son quarréest donné ^ mais* ; on n'aurait, paj» d'abord 
«enti le but*d'un pareil changement de dorinéesydont 
les algébristes font souvent /usage p0ur simplifier lei 
calculs ; c'est pourquoi: j'inviteie* lecteur à recommeiH- 
cer la splvtipn.du prpbiè9^e.,( e^ mettaAt m* au^Iieii 

;, {■•• < I. (f>/J. « ■• .••J..Jyll'»- 

De Pextracfion fie. lai uiciri^ qaarrée déi quantités 
{',- atg^briqu^,, 

lai . La question jprécédente suffit pour indiquer cotii- 
ment il faut se condùfre- dans la solutioû des questioni 
littérales^ et a préseiçté- une, transformation qu'il im- 
porte de remarquer, savQ^.*Cielle de 

V^ a* 771 en a\^ hn. ( page 1 77 ) 

puisque par son moyen 'ob-pfetlt rtduire atfSJIti& ' petit 
2iombi?è possible les facteuràr^oÀtéfttts'feotlè 1è ràcîicàl , 
et simplifier d'autaat l'extraction delaracin^' qui reste 

à opérer.:-. 'V ^:. '/ -^ .;,-•. iz: : ':':.: rzjL^..l:: 

Cette tratisfrfrmatioki consiste^ /comme on a vu à l'en- 
droit cité , à prendre sëpdr'ément la racine de tous les 
facteurs qui sont des qu^és,-^ à écrire ces racines hors 
du radical , comme multipAca^xprs * dé. ce^rediçal^ :saus' 
lequel onÀaisse-tels-qv^-sant, ks facteurs qui ne sont 

Çe|:te,,régle. .suppoçe premièrement / ^craB^ Fort èacbe 
reconnaître si une^qaantité antique' gk'tfk'^ùà^^^^ 
et dans: feç^ ça* éii éxjràjrClà'iàç^^ 
faut distinguer les quai^tiités. monômes 4é» pôljjiooiet* > 



■ r» r > . 1 > ,'■ « 
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12(2; Il résulte évidemment dp la règle des .exposans 
dans la multiplication , que la seconde puissance d'une 
quantité quelconque a un exposant double de celv^ d^ 
cette quantité, ' ;;'*". 

On a', par exemple, 

/a}Xa} = a\ û»Xû*=FO*^ t^Xt^ = a^, etc. 

Il suit de là que tout facteur qui est un quatre , doit 
avoir un exposant pair , et qu'on obtient la racine de 
ce facteur en écrivant sa lettre avec un exposant égal 
à la moitié de l'exposant primitif. 

On a ainsi 

V^ a* =1 a* ou a , V^ a^^ = a*, V^ a^ = a' , etc. 

A l'égard des facteurs, numériques /rexfraetionrda 
leurs racines s*opère , 8*il y a lieUj par les règles ensei-* 
gnées précédemment. 

D'après ces remarquç3 > les facteurs û% . W, c^, d» 

r expression * 

V/64 a^Mc», 

sont des quarrés ^ le nombre 64 est le quarré de 8; âônd 
l'expression proposée étant le produit des facteurs quOTh 
réSy aura pour racine le produit des racih^ d^ chacun 
de ces facteurs ( lai ) ï et par conséquent s^j' 

1 33. Lorsque cette circonstance n'a pas lieu , il faut 
chercher à décomposer le produit proposé en deux au"^ 
très y dont l'un ne contienne que les facteurs^ quarrés 
et l'autre les facteurs non-^uarrés ', et pour, cela il faut 
considérer à part cIlaîc^^4le sçs facteurs. 

Soit p'ôur exemple . . ^ 

V/72 a* b^ (?. ' " ^'^ 

On reconnaît facilement que parmi les diviseurs du 

• . ^ .M. 3^^ 



n 
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nombre 7a , il y a des quarrés parfaits , savoir : 4 > 9 
et 36 ; et en prenant le plus grande on a 

7fl.= 36 X a. 
Le facteur a^ étant un quarré ^ on le met de côté ; pas^ 
sant ensuite au facteur ^ ^ qui n'en est pas un, puisque 
le nombre 3 est impair , on remarque que ce facteur 
peut se décomposer en deux autres 6* et b, dont le 
premier est un quarré , et qu'on a 

on voit a.ussi que 

c* = c*.c; 

3 en serait de même de toute lettre ayant un exposant 
impair. Toutes ces décompositions donnent 

75îa4ft3^ --. 3g 20*6* . &C+ . c ; 
et rassemblant les facteurs quarrés » il vient 

36à*A»c* X aftc. 
Enfin , prenant la racine du premier produit et in- 
diquant celle du second ^ on a 

Voici encore quelques exemples de réductions sem* 
blables^ précédées des calculs qui les mettent en évi- 
dence : 



356*.3a 



98 K 49.3 ^ 49.a 

6 



►•5,1 y^3a Zobf j/^Za 



a* . . . \. û 



— (m* -|- mn) =3 - |/m* -f- mi^. 
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Il faut remarquer y par rapport au premier ,, qu'on 
peut faire sortir, du radical le dénominateur des fractions 
algébriques , en le rendant un quarré , d*après ce qui 
a été dit n° 104, pour les fractions numériques. 

ia4- Je vais passer à l'extraction de la racine 
quarrée des polynômes. II est important de se rap- 
peler qu'aucun binôme n'est un quarré parfait , parce 
que tout monôme élevé au quarré ne produit qu'un 
monôme , et que le quarré d'un binons renfermé ton-* 
jours trois parties (34). 

On se tromperait grossièrement en prenant pour 

\/a*+ A* le binôme a -f- 6 /quoique a soit séparément 
la racine de a*, et b celle de A* -, carie quarré de a -f- b, 
étanta*+2a6-|r^> contient en outre le terme -f-aai», 
qui ne se. trouve pas dans l'expression j/c*-jr **- 

Soit donc le trinôme 

afin de retrouver dans cette expression les trois partiev 
qui composent le quarré d'un binôme , je l'ordonne par 
rapport à l'une de ses lettres ^ À la lettre a ,.par exjevBb^ 
pie ; il vient 

Alors , quelle que soit la racine chercHée , en Ta suppe^ 
sant ordonnée par rapport à la même lettre a , le quarré 
de son premier terme doit nécessairement former le pre- 
mier terme i6a^<^ de la quantité proposée; le double- 
produit du premier terme de la racine par te second , 
doit donner le second terme a4a^A^c de la quantité^ 
proposée ; et enfin le quarré* du dernier terme de la 
racine doit être précisément le dernier ferme 9^^ de la. 
quantité proposée. Diaprés ces considération» j, l'ope» 
ration se dispose comme on le voit plus loin : 

M4 



^ 
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1 Sa^c» + z4fl^bh + 9i« 4^^^^ + 3 è^ racind 

■ + z4arb^c + gi^ 



J*extrai8 d'abord la racine qiiarrée du premier terma 
iGo^cr*, et le résultat 4^^c (122) est le' premier ternie 
de la racine qui s'écrit à droite sur la même ligne qu« 
la quantité proposée. 

Je retranche de cette quantité le quarré , iGa^c^, 
du premier terme , 4^c , de la racine ; et faisant la ré^ 
duction, il ne reste que les deux termes Q^a^b^c + gi^. 

Le terme Q/^cfb^c étant le double produit du premier 
terme de la racine 4^^c, par le second , j'obtiens ce 
dernier en divisant n/ia'^Pc par 8a^c , double de /^a^c , 
et qui s'écrit au-dessous de la racine. JUe quotient 3i^ 
est la second tenue de la racine. 

Là racine est maintenant déterminée , mais il 'faut, 
pour qu elle soit exacte , que le quarré du second terme 
fasse 96^ , ou bien que le double 8a*c du premier terme 
de la racine, augmenté du second 3i^; et multiplié par 
le second., reproduise les deux derniers termes du 
quarré (91) ; en conséquence , à côté de 8a"c , j'écris 
-f- 3A^ , je multiplie 8a^c + 5b^ par 3i^ ; le produit étant 
retranché des deux premiers termes de la quantité pro-p 
po$ée , il ne reste rien , et j'en conclus que cette quan^ 
tité est le quarré de 4^*0 -f- 36^- 

Il est évident que les mêmes raisonnemens et le» 
mêmes procédés peuvent s'appliquer 4 toutes les quan- 
tités composée» de trois terme». 
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125. Lorsque la quantité dont on veut extraire U 
racine a plus de trois termes , elle n'est plu8 le quarré 
d*un binôme ; mais en la supposant celui d*un trinôme 
m^n^p, et représentant par / la somme m + n 
de ses deux premiers termes , ce trinôme se chan- 
^^t en l-i^p , son quarré devient 

l^ + !^lp+p\ 

où le quarré ^ du binôme m. -|- n , étant développé , 
produirait les termes m^ + 2mn + n^- Ainsi , lors-^ 
qu'on aura ordonné la quantité proposée , le pre-* 
mier terme sera évidemment le quarré du premier 
terme de la racine , et le second renfermera le 
double produit du premier terme de la racine par 
le second de cette racine ; on aura donc ce dernier eu 
divisant le second terme de la quantité proposée, par le 
double de la racine du premier. Connaissant alors les 
deux premiers termes de la racine cherchée , on com-» 
plétera le quarré de ces deux termes , représenté ici 
par /*, et le retranchant de la quantité proposée, il 
restera 

zlp -f p* , 

quantité qui contient le double produit de /, ou du 
premier binôme m. + /i , par le reste de la racine , plus 
le quarré de ce reste , et fait voir qu'il faut opérer avec 
ce binôme , comme on a fait avec le premier terme m , 
de la racine. 

Soit pour exemple la quantité 

64a*Ac -f 25 a'b^ — 4o a?b + i Ga4 + 64Z^c* — Soab^c ; 

je l'ordonne par rapport à la lettre a, et je dispose 
.. l'opération comme précédemment. 



». 
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+64û^^^ )sa^—5ab 

""^^^ ^ \ 8a»— ioa6+8i< 

i «'rest.— 4oa3i+25a*i"— 8oai*c+64A V | 

+G4a»ic 
+4oa^i— 25a*i* 

agreste +S4a*ic— 8oa6V+646V 

— 64a*6c+8oai^c— 646»c» 

o o o 

Cela fait, j'extrais la racine quarrée du premier 
terme iSo^, et j'obtiens 4^* pour le premier terme de 
la racine cherchée ; j'en forme le quarré , que je re- 
tranche de la quantité proposée. 

Je double le premier terme de la racine , et j'écrii 
au-dessous le résultat 8a* , par lequel je divise le terme 
— 4oû^A qui commence le premier reste *, j'ai — 5ab 
pour le second terme de la racine;je l'écris à côté de 8a*, 
je multipUe le tout par ce second terme , et je retranche 
le résultat du reste , sur leqfuel j'opère. 

De cette manière j'ai retranché de la quantité pro- 
posée le quarré du binôme 4^^* — 5ab ; le deuxième 
reste ne contenant plus que le double produit de ce 
binôme par le troisième terme de la racine et le quarrà 
de ce terme , je double la quantité 4a^ — 5ab , ce qui 

donne 

8a*— 10 ab , 

que j'écris au-dessous de 8a* — 5aô, et que je prends 
pour diviseur du deuxième reste : le premier terme du 
quotient , qui est Sbc y est lé troisième de la racine. 

Je l'écris aussi à côté de 8a* — ioai, et je multiplie 
le tout par ce terme ; je retranche les produits du reste . 
5ur lequel j'opère , qui se trouve entièrement détruit ; 
la quantité proposée est donc le quarré de • 

4a* — 5a6 + 86c. 
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Il est maintenant aisé d'étendre aussi loin qu*on voudra 
Fopération ci-dessus , qui est d'ailleurs parfaitement 
semblable à celle qui a été indiquée pour les nombres. 

De la formation des puissances et de l'extraction 

de leurs racines. 

laS. L'opération arithmétique d*où dépend la réso- 
lution des équations du second degrés et par laquelle 
on revient du quarré à la quantité qui Ta formé , ou 
à la racine quarrée , n'est qu'un cas particulier d'une 
antre plus générale , servant à trouver un nombre dont 
on connaît une puissance quelconque. On conçoit que 
cette opération , qui conduit a un résultat qu'on dé- 
signe encore par Je mot racine , mais en y ajoutant 
l'indication du degré , étant inverse de celle, qui sert à 
trouver la puissance , ne peut être déduite que de 
Texamen des circonstances de cette dernière, comme 
cela arrive pour la division à l'égard de la multiplica- 
tion^ avec lesquelles ce sujet a d'ailleurs deâ rapports 
qu'on appercevra bientôt. 

C'est par la multiplication qu'on parvient aux puîs- 
lances des nombres entiers (a4)> ^^ il ^^t visible que celle» 
des fractions se forment en élevant leur numérateur 
et leur dénominateur à la puissance proposée (96). 

Réciproquement la racine d'une fraction s'obtient 
dans quelque degré que ce soit , en prenant celle du 
numérateur et celle du dénominateur. 

L'usage des symboles algébriques étant très-commodè 
pour exprimer tout ce qui tient à la composition et à 
la décomposition des quantités , on procède d'abord à 
la formation des puissances des expressions algébriques ; 
car à l'égard de celles des nombres , ce qu'on a dit n"* â4 > 
•uifit pour les trouver. 
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Table des 7 premières puissances des nombres , depuis 
1 jusqu'à g. 



," 




, 


3 


4 


5 


6 


7' » 


9 




.. 




4 


9 


le 


aS 


3G 


49 


« 


8, 




3' 




8 


ij 


64 


ia5 


„6 


343 


5l3 


:»9 




4' 




16 


81 


aSG 


6j5 


,,96 


>4„ 


4096 


656i 




5- 




3a 


,43 


.<.ï4 


3i3S 


; 

7776 iG8"7 3^768 


Sgofo 




6- 




Gl 


1 1 
7^9 4096 .S&S 


46656 ,,7649 «i.,« 


53i44- 




7* 




.18 


i i 1 
3187 [6384 ;Sia5 373936 6a3543 aogiiSa 


4783969 





J'ai principalement rapporté cette table , afin de mon- 
trer avec quelle rapidité s'accroissent les puissances dct 
nombres, à mesure qu'elles deviennent plus élevées , 
remarque qui est très-importante pour la suite. On voit 
en effet que la septième puissance de a est déjà 198 , 
et que celle de 9 monte à ^/SsgSg. 

On conçoit facilement par là que les puissances des 
fractions proprement dites, décroissent très-rapidement, 
puisque les puissances du dénominateur deviennent de 
plus en plus grandes par rapportàcellesdu numérateur- 
La septième puissance de - , par exemple , serait —^ ,' 



4782369 
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127. Il suit de ce que dans un produit , chaque 
lettre a pour exposant la somme des exposans qu'elle a 
dans chacun dies facteurs (aS) que la puissance d'une 
quantité monôme se forme en multipliant l'exposant 
de chaque facteur par l'exposant de cette puissance^ 

, La troisième puissance de a^b^Cy par exemple, s'ob-- 
tiendra en multipliant les exposans.a , 3 et' 1 ,.des lettres 
a, by c, par 3, exposant de la puissance demandée ; on 
aura a^b^c^y et en effet, cette puissance reyiient à 

Si la quantité proposée avait un coefficient numérique, 
îl faudrait élever aussi ce coefficient à la puissance pro- 
posée 'y ainsi la (][uatrième puissance de 3 a &^ c^ est 

BiaH^c^, 

\ , * 

parce que celle de 3 est 81. ;« 

1 a8. A regard des signes qui peuvent affecter les quan- 
tités monômes, il faut observer qtiie toutes Us puissances 
iontVexposànîéstpàir'y ont le signe -^ y et que celles dont 
têxposahtest impair , ont le même signe que la quan- 
tité qui les à formées:. , .., 

- En effef ,'1èS puissâit^es d'uh^egl^é^ia^^^ 
multiplication d'un nombre pair de facteurs ; et les signea 
-^ conil^és I2'à^a^ dan» la multiplication', donnent tou- 
jours au produit le signe -f- (3i);.Aii contraire, si Id^' 
nombre des facteurs est impair^ le produit aàraksighis -<*« 
quand les facteurs en seront affectés , puisqu'il résultera 
du produit d*un nombrie çfair de^ facteurs, et par consé-^ 
qu^ent positif, multiplié par un facteur négatÎF. . 



i;aj. Pour revenir di^.k puissance à la quantité qiiî 
la formée, ou à sa racine , il n*y a qu'à renverser îei'' 




\ 
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On trouvera de cette manière la racine cubique , ou du 
troisième degré , de Texpression a^ frs c^, en divisant par 
3 les exposans 6 , 9 et 3 , ce qui donnera 

Lorsque l'expression proposée a un coefficient numé^ 
rique , il faut en prendre aussi la racine, pourforiner le 
coefficcient de la quantité littérde qu on obtient par la 
règle précédente. 

Si Ton demandait , par exemple , la racine quatrième 
de 81 a^lfic^y on verrait par la table du n** ia6, que 81 
est la quatrième puissance de 3 ; et divisant par 4 ^^ 
exposans des lettres, on aurait pour résultat 

Dans les cas t)ù la racine du coefficient numérique ne 
peut se trouver par la table citée, on Textrait par les 
méthodes que je donnerai ci-^après. ^ 

i3o. Il est évident quQ l'extraction des racines ne peut 
s^eifectuer sur la partie littérale des monômes, qu'autant 
que chacun: des exposans est divisible par celui de la ra- 
cine ; dans le cas contraire , on ne peut qu'indiquer l'opé-. 
ration arithmétique qu'il faudra faire lorsipi'on substi- 
tuera des nombres aux lettres. 

On sé^ert encore pour cela du signe ^ ^nNfcpdur' 
désigner le degré de la racine, on met Texpoàatxt cônuue' 
on le voit ci-dessous, dans les expressions 



.Il I 



(dont la première représente la racine cubique , oii' dW 

troisième degré de a, et la secondé la racine cinqm^s^r 

4e a». ■ ■ ' '"^ • ■■-- ^* 

■■ - • . -.' • -■;•;• 

" 1*68 expressions affectées,du signe, r^, de ' quelque 

d^gré qu'il soit , peuvent souvent se simplifier en faisa^ti 
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attention que, d'après le n® 127, une puissance quel-^ 
conque d'un produit est formée du produit de la même 
puissance de chacun des facteurs; et que, par conséquent, 
la racine quelconque d'un produit est formée du produit 
des racines de même degré de chacun de ses facteurs. Il 
résulte de ce dernier principe , que si la quantité sou^ 
mise au radical a des facteurs qui soient des puissances 
exactes du même degré que le radical , on pourra prendre 
séparément les racines de ces facteurs , et multiplier leur 
produit par la racine indiquée des autres facteurs. 

Soit y par exemple, 

K96 0^67 cil. 

On voit que 

que à^ est la cinquième puissance de a ^ 

que B7=zb^,b'', 

que c^^zzic^'^.c; 

tn a-par conséquent . 

96 0^47 c" = 2» c^ J5 c»'' X 3 i* c. 

Le premier facteur ayant pour racine cinquième la 
quantité siabc^ , il vient 

i3i . Toute puissance paire devant avoir le signe •+•; 
(ia8), aucune quantité affectée du signe — ne peut être 
une puissance de degré pair, et n'a point de racine de ce 
degré. Il suit de là, que tout radical d'un degré pair, 
comprenant une quantité négative, est une expression 
imaginaire : 



ioot des expressions imagbaires. 



On ne peut par conséquent assigner, soit exactement^ 
%oit pai* approximation, pour les degrés dont l'expo- 
sant est pair , que les racines des quantités positives j 
et ces racines peuvent être affectées indifféremment du 
signe 4- oudu signe — , parcéque dansTun et l'autre ca» 
elles reproduisent également la quantité proposée avec 
le signe +, et qu'on ignore auquel des deux elles appar- 
tiennent. 

Il n'en est pas de même pour les degrés impairs , dans 
lesquels les puissances ont le même signe que leurs ra- 
cines (iâ8), on doit donner aux racines de ces degrés 
le signe dont la puissance est affectée ; et il n'y a point 

d'imaginaires dans ce cas. 

■ ji 

i32. Il est à propos d'observer que l'application de la 
règle donnée n® 129, pour l'extraction des racines des 
3nonomes, par les exposans de leurs facteurs, conduit na-« 
turellement à indiquer par des signes plus commodei 
pour le calcul que le signe \/, les racines qui ne peuvent 
s'obtenir algébriquement. 

Lorsqu'on demande, par exemple , la racine troisième 
de cfiy il faut , suivant la règle citée , diviser l'exposant 5 
par 3 •, mais la division né pouvant s'effectuer , conduit 
au nombre fractionnaire \ ; et la forme que prend aie» 
l'exposant du résultat indique que l'extraction n'est pa» 
possible dans l'état actuel de la quantité proJ)osée ; on 
doit donc regardes les deux expressions 

. {/ (^ et a' 

comme équivalentes* 

La dernière a 'néanmoins sur là première ravàntagè 
de conduire tout de suite à la simplification dont la 

quantité V^ a* est susceptible i car si on extrait l'entier 

contenu 



) 
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contenu dans la fraction y^ on aura i 4-^> et par 
conséquent 

o^ = a "*'^= a» X û"^ (a5) ; 

d'où on voit que la quantité a' est composée de deux fac- 
teurs^ dont le premier est rationnel, et Fautre revient à 

' On conclurait la même chose de l'expression V^a^, 
au moyen du n® i3o, mais T exposant fractionnaire y 
mène immédiatement : on aura d'ailleurs occasion de re- 
connaître dans d'autres opérations les avantages des ex- 
posans fractionnaires. 

Pour le moment, il suIRt d'observer que la division 
des exposans, dans le cas où elle peut s'effectuer, ré- 
pondant à l'extraction des racines , on doit , lorsqu'elle 
est indiquée, la regarder comme le symbole de la mêmt 
opération , et en conclure que les expressions 



m 

lit 



V/a"* et tt' 

sont équivalentes. 

Voilà encore les conventions établies sûr .la ^manier», 
d'exprimer les puissances , qui conduisent par analogie 
et par extension , à deç syi^oles particuliers , condme 
dans le n° 87, on est parvenu à l'expression a°=i . 

i33. Je remarcjue à cette occasion que la règle des 
«xposans, relative à la division (3G) étant appliquée con- 
formément à celle des signes, relative à la soustrac- 
tion (ao) , mène aussi à des- expressions nouvelles pour 
une certaine «classe de fractions. • 

En effet, on a par ces règles 
Elém. d'Jlgèbre. 7» édition- N 



a" 
a» 



1^)4 K L É M li N s 

mais si Texposaut n du dénominateur surpasse Texposant 
m du numérateur , l'exposant de la lettre a dans le se- 
cond membre sera négatif. 

Si, par exemple ,771 = 22^ 71=3^ on aura 



a* 



-1 . 



a* 



nxafsd'ailleurs, en simplifiant la fraction -3, <m; trouve,- : 
les expr^pnt 



1. 

et ûT-* 
a 



•ont donc é^yalentes. 
En général, on a par la règle des exposans 






^iw-è-il 



et d'ailleurs 



û« 1 



^nH-» ^»> 



il résulte de là, que les expressions 

■I 

et tt^ 



a» 



Aoùt équivalentes. 

En effet, le signe ~ qui précède Texposant n étant 
pris dans le se^sdu n*^6a, indique que Texposant pro- 
posé vient d'une fraction dont le dénominateur contient 
n facteurs a de plus que le numératemr, ce qiii est bien 

— ; on peutdonc, lorsqu'on rencontre Tune quelconque 

de ces expressions, y substituer Vautre. 
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D'après cette observation, la quantité — ^ considéré© 



coamf 



o-J^^k-^x^. ■ 



peut être mise^eous la forme 



/ 



c'estr-à-^ire, qu'on peut faire pass^ au numérateur tous 
les facteurs du dénominateur, en affectant leurs expôsans 
du signe — . ^ 

Réciproquement, lorsqu'une quantité renferme des 
facteurs affectés d* exposons négatifs , on les met au dé- 
nominateur y en donnant le signe -f~ à leurs exposans ; 
c*es( ainsi que la quantité ^ 

xâlfic-^dr^, 
a* éV 

De laformation des puissances des tfuantitéi^otnptexes, 

' ' ' L • 

134. Jfe domtoenceraî ]j)ial'' ol/sérter que leé puissance» 
des quantités complexes!» indiquent en eznrelo|ipant ce9 
quantités d'ube parenthèse, qu on affecte de Uipposant 
de da puissance. L'eiqpressiool u ^ 

par exemple , désigne la troisième puissance dé la quan- 
tité 4^* — aa6+5i*. Où. marquerait encore cette 
puissance commç ci-dessous 

i3S. Les quantités binômes sont les plus simples après 

N a 
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les monômes; cependant^ si Ton en voulait former les 
puissances par des multiplications successives, on ne par- 
viendrait de cette manière qu'à des résultats particuliers 
pour chaque puissance , comme le sont pour la deuxième 
et la troisième, ceux que j'ai fait remarquer dans le nu- 
méro 34 ; on formerait cette table : 

(a:-)-a)* = a:* + aax -f-a* 

(x-|-a)3 = x'-f 3ûfx* + 3a*a; + a' 

(a:+a)*:;=x* + 4 aaî? + 6 a* X* + 4a^a7 + a* 

etc. 

mais on ne saiiîrait pas facilement la loi des coefficient 
numériques de ces résultats. En réfléchissant du procédé 
de la multiplication , on reconnaîtra que les coefficient 
numériques naissent des réductions qu'entraîne Tégalité 
des facteurs qui forment une puissance , et qu'en empê- 
chant ces réductions, on rendra la composition des pro- 
duits p^s évidente. 

Pour produire ces eifçts, il suffit de donner 4 tous les 
binômes qu'on multiplie, des seconds termes diiFérens^ 
de prendrie^ par exemple, 

X'^a. x + b^' X+-C, x + d. etc. 

En effectuant les multiplications que je vais.indiquer , 
et en>|riaçant dans une même colonne les termes^ affectés 
4*ttae même puissance de x^ il est aisé de. trouver que 



. . . 1 • »■ • ■ » \ ,\ I f — • 



• «•»j|« .^»i .c. ' 
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+éx*+ûtca; 

(x+a) (x+i) (a;+c) (x+<0=x^+ax3+a6x*+ûif x+a*^ '^ 

-f-ix^+ûcx*-f-aidx • 

+dx'4-Acx*+iccl» 

Sans pousser plus loin ces produits^ on peut déjà recoa-* 
naître la loi de leur formation. 

* En concevant que tous les termes affectés de la mémo 
puissance de x , et placés dans la même colonne ^ n'en 
forment qu'un seul , comme , par exemple , 

ax^ + ôx*+cx^ + ^^ = (a+ft + c-f-rf) x' 
et ainsi des autres , 

1^. On trouve dans chaque produit un terme de plus 
qu*il n'y a d'unités dans le nombre de ses facteurs ^ • , 

2®. L'exposant de xdans le premier terme est le même 
que le nombredes facteurs, et va en diminuant de l'unité, 
d'tin terme au suivant ,' ...iim.n ^ . 

'1'" : :'fT.' -V."7 

3**. La plus haute puissance de x n^U pour coefficient 
que l'unité; celle qui la suit, ou qui a une unité cû moins 
dans son exposant, est multipliée par la somme des se- 
conds termes des binômes ; celle qui a deux unités^ de 
moins dans son exposant , l'est par la sommei des divers 
produits qu'on obtient en multipliant , deu<x à deux.^ les 
seconds termes des binômes; celle qui a trois unités d^ 
moins dans son exposant , l'est par la somme des divers 
produits qu'on obtient en multipliofit , trois à trois, les 

N 3 
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seconds termes des binorrusSy et ainsi de suite ; enfin^ dam 
le dernier terme, l'exposant de x étant censé égal à 
zéro (37), se trouve, composé du premier ^ diminué d'au^.. 
- tant d'unités qu^ily en a dans le nombre des facteurs, et 
ce teiTne contient, le produit de tous les seconds termes 
des binômes, 

H est facile de voir que ta forme dé ces produits doit 
rester soumise aux mêmes lois , quel que soit le nombre 
de facteurs; cependant, on peut encore en avoir une 
préttye autJte que l'analogie. 

i3G. II est d'abord évident que tout produit de cette 
espèce doit contenir les.puissances successives de x ^ de- 
puis céUë dont Fexposant est égal au nombre des facteurs 
qu'on a multipliés , jusqu à celle dont Texposant est zéro. 
PQtïiïdésJigd^. généralement le résultat > qu es^iirwera.ce 
BQÎQbre par la lettre m ; les puissances successives de x 
-seront indiguée^ par 

^. i\ .:_ • ^""f ^''"'"S ^'"~*, etc. 

on mettra les lettres A, By C y ^ . . . K, 

pour les quantités qui doivent les multiplier, à partir de 
j.^1 V. iri^hè nombre dea termes qui dépenrfdfes Valeurs 
partioiirfières données à Fexposant, demeurant indéter- 
miàé^> tiantque cet exposant n'esl: point fixé , on ne peut 
écrâe que le^pKFewiers çt les derniers termes de r^sqpres* 
ï^ion , et on indique par une suite.de points lQS>t«miefltiji«' 
terxnjsdiaires qui sont sous-entendus. 

C|est ainsi que la formule 

a;»» + A »r"^-^ + B x'"-«t+ Cx"^"^ + F , 

ifeprésentc i ' produit d*un nombre quelconqiie m de fac* 
\<sva^y xrt-Uj: X -f-t^oj + c, x-^d, etc. 

Si on le multiplie par un nouveau facteur a? -f- /^ il 
viendra 






ri 
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Il est évident y 1^. quesi A est la somme dès m seconds 
termes a, 6, c, d, etc. ^ + ^ sera celle des tu + 1 second* 
termes a, 6, c, d,etc. /, et que par conséquent la compo- 
sition assignée à ce coefficient sera vraie pour le produit 
du degré m + 1 , si elle est vraie pour celui du degré m. 

2.'', SiB est là somme des produits des m quantités 
II, è , c, dy etc. prises deuxàdeux,i9-f-/-<^, exprimera 
celledesproduitsdem-^i quantités a, ft, c, d, etc. /, 
prises aussi deux à deux; car tétant la somme des pre* 
mières , lA sera celle de leurs produits par la nouvelle 
quantité introduite / ; donc la composition assignée sera 
vraie pour le degré m + 1 > si elle l'est pour le degré m. 

3^. Si C est la sommé des produits des m quantités 
a, b, c, d, etc. prises trois à trois, C + IB sera celle 
des produits des 771 + 1 quantités a, i, c, rf,etc. /^prises 
aussi trois à trois, puisque / B , d'après ce qiii précède , 
exprimera la somme des produits des premières prises 
deux à deux , multipliés par la nouvelle quantité intro- 
duite /; donc la composition assignée sera vraie pour le 
degré 771 + i , si elle a lieu pour le degré 771. 

On voit que cette m^ière de raisonner s*étènd à tous 
les termes , et que le dernier / Y sera le produit des 
77^ + 1 seconds termes. * 

Les remarques énoncées dans le numéro i35 étant 
vraies pour le quatrième degré, par exempte, le seront, 
suivant ce qu'on vient de voir , pouf le cinquième, pour 
le sixième , *et en s'éierant ainsi de degré eu degré , ellsi» 
seront prouvées en général. 

Il suit de là que le produit d'un nônàyte qtiôiccrttqtie 
m de facteurs binomeso; + i, a: -^byX'^Cy x + rf, etc 
étant représenté par. ., 

jrf sera toujours la somme des 771 lettres C, i, c, etc. ficellt. 
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des produits de ces quantités prises deux à deux, C celle 
des produits de ces quantités prises trois à trois, et aiuM 
de suite. 

Pour embrasser la loi de cette expression dans un seul 
terme, j'en considérerai un placé dans un rang indéterminé, 
et que , pour cette raison , je représenterai par JVo:"""". 

Ce terme sera le second, si Ton fait 7i= i , le troi- 
sième, si Ton fait 71=2, le onzième, sifon fait n = 1 o, etc. 
Dans le premier cas , la lettre N. sera la somme des m 
lettrés a, b, c, etc. ; dans le second , celle de leurs pro- 
duits deux à deux ; dans le troisième , celle de leurs pro- 
duits dix à dix -, et en général celle de leurs produits it à n. 

137. Ppur changer les produits 

(x + a) (x+ô) (x + c)(x + d),etc. 
dans les puissances de x -|- a , savoir en 

(x + ay, etc. 

il suffit de faire dans les développemens de ces produits , 

az=J, a=b:=:c^ 

a=zb:=:c=d , etc. . 

Toutes les^antités qui multiplient une même puissance 
de X , deviendront alors égales entr*elles : ainsi le c©ef- 
Bcient du second teAne , qui , dans le produit 
{x+a) ix+b) (x + c) (^x+d) est a+b+c+d, 
se changera en 4 a ; celui du troisième terme dans le 
même produit, étaijt 

ab + ac + ad+bc+bd + cd, 

deviendra G a*; et de là il est aisé d^içpercevoîr que les 
coefficiens des diverses puissances de x, se changeront 
«a une seule puissance de a, répétée autant de fois qu'ils 
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ont de termes, et marquée parle nombre de factem*8 que 
contiennent ces termes. Ainsi , le 'coefficient iV qui multi- 
plie la-puissance a;"*""", dans le développement général , 
sera la puissance n de a, ou â", répétée autant de fois qu'on 
peut former de produits différens en prenant de toutes les 
manières possibles un nombre n de lettres sur un nombre m ; 
c'est donc à la recherche du nombre de ces produits qu'est 
ramenée celle du coefficient du terme affecté de x"*~*. 

i38. Pour parvenir à découvrir le nombre dont il s'a-» 
git , il faut d'abord distinguer les arrangemens ou per- 
mutations , des produits ou combinaisons. Deux lettres, 
a et i, ne.donnent qu'un produit, mais sont susceptible» 
de deux arrangemens, ab et ba; trois lettres , abc, qui 
ne donnent qu'un produit , sont susceptibles de six ar- 
rangemens (88) , et ainsi de suite. 

Afin de fixer les idées, je suppose qu'il y ait en tout 
5 lettres, 

ayb,c,d,e,f,g,h,i, 

et qu'il soit question de les arranger 7 à 7 , il est évident 
qu'en choisissant comme on voudra un arrangement de 
six de ces lettres , ab cd ef, par exemple , on pourra y 
joindre successivement chacune des trois lettres restantes 
g, A et i, et on aura de cette manière trois arrangeraeni 
de 7 lettres , savoir : 

a b c d efgy abcdefh, abcdefi. 

Ce qu'on vient de dire sur un arrangement particulier 
de six lettres, conviendra également à tous ; et on en doit 
conclure que chaque arrangement de six lettres en don- 
nera trois de sept lettres, c'est-à-dire, autant qu'il reste de 
lettres qui n'y sont pas employées. Donc, si le nombre de» 
arrangemens de six lettres est représenté par P, on aura 
celui des arrangemens de sept lettres en multiphant P par 
3ous[*-*6. Remplaçant ks nombres 9 et7par met par/f , 
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et regardant P comme le nombre des arrangemens dont 
sont susceptibles m lettres prises en nombre n — i ,1e rai- 
sonnement ne changera pas, et on aura encore pour Ifl 
nombre des arrangemens composés de n lettres , 

P(m {n l)), ou P(77l— 7l + l). 

Cette formule renferme implicitement tous les caspar-^ 
ticuliers. Pour en déduire, par exemple, le nombre d' ar- 
rangemens de m lettres prises deux à deux, onferaii= fl, 
ce qui donnera 

n — 1 = 1, 
et on aura 

P = m; 

car P égalera alors le nombre de lettres prises une à une : 
il résultera donc de là 

771 (^m — 2-f-i) ou mÇjn — i). 

Posant ensuite 

P= m(^77i — i) et 71=3, 

on trouvera pour le nombre d'arrangemens dont sont sui- 
ceptibles tu lettres prises 5 à 3 , 

m (tti — I ) (m — 3 + 1)=''^ (^ — 1) (^ — ^)* 
£n faisant 

P=m(7n — i)(^ — 2)et7i=4> 
on obtiendra 

m (^Tn — i) (tti — a) (m — o) 

pour le nombre des arrangemens 4^4- ^" calculera dott€ 
ainsi dç proche en proche les expressions du nombre d' ar- 
rangemens formés d'autant de lettres qu'on voudra (*). 
iSg. Pour passer maintenant du nombre des arran- 

■ ■■ ■ ■ ■ , . — 

(*) Dans ces arrangemens , on exclut les répétitions de la même 
Iture, parce que U recherche (jui nous occu|)c n^cn admet point j 
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ffemens de n lettres, à celui des produits diiTérens, 
il faut connaître le nombre d'arrangemens dont un 
même produit est susceptible. Pour cela , on obser- 
vera que si dans l'un quelconque de ces arrangemens^ 
on fixe une des lettres à la première place , on pourra 
Faire entre toutes les autres autant de permutations que 
le comporte un produit de n — i lettres. Je prends pour 
exemple le produit ab cd efg, composé de 7 lettres; 00 
peut, en laissant a à la première place , écrire ce pro- 
duit d'autant de manières que le produit de six lettres ^ 
bcd efgy admet d'arrangemens ; mais chaque lettre du 
produit proposé peut être première à son tour : ainsi , 
nommant Q le nombre d'arrangemens dont est suscep-* 
tible un produit de 6 lettres , on aura Q X 7 pour celui 
des arrange mens d'un produit composé de 7 lettres. Il suit 
de là que si Ç désigne le nombre d'arrangemens que peut 
fournir un produit de n — 1 lettres , ^ exprimera 1# 
nombre d'arrangemens d'un produit de n lettres. 

Tous les cas particuliers se déduisent sans peine de 
cette formule ; car en faisant 71= 2, et en observant que 
lorsqu iln'y a qu'une seule lettre, Q= 1 >il vient 1 xa=a 
pour le nombre des arrangemens d'un produit de deux 
lettres -, prenant ensuite Q = i X a et » = 3 , on aura 

mais Ja thf^orie des permnta rions et des combinaisons, servant de 
base au calcul des probabilités , présence des questions oti cette cir- 
constance peut avoir lieu. Pour «n calculer l'efibt, dans l'exempit 
dont je me suis servi , il suffira .d'observer qu'on peut écrire in- 
différemment chacune des 9 lettres a^ b, c', d, e , f, g , hy i^ à 
la suite du produit de 6 lettres ab c d ej. fn nommant donc JP le 
nombre d'arrangemens de cette espèce, on aura P X9 pour le nombre 
d'arrangemens de 7 lettres. Par la même raison , si P désigne le nombre 
d'arrangemens de m lettres prises n — i à n— >i> celui des arrange^ 
mens n à n sera Pm* 

Cela pose' , le nombre d'arrangemens de m lettres prises i à i étant 
livtdemment m , celui des arrangemens 9 & 3 sera m X v* > on m» • cer 
luldes arrangemens 3 à 3 seramX'viX'**? ou m^f et. enfin im" tnLifti'i 
mera la nombre d'anasgemcns n à n. 
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1X2X3=6 pour le nombre d'arrapgem^nsd'un produit 
de trois lettres v faisant encore Ç=iX3X3et7i=4» 
il en résultera 1X^x3x4 > o^ 34 ^^^^"§6™^°® possible* 
dans un produit de 4 lettres^ et ainsi de suite. 

i4o. Ce qui précède étant bien compris, il est facile 
de voir qu*en divisant le nombre total des arrangemens 
de n lettres, fourni par les m lettres proposées, par le 
nombre des arrangemens dont un même produit est sus-, 
ceptible, on aura pour quotient le nombre des produits 
différens qu'on peut faire en prenantvde toutes les ma- 
nières possibles n facteurs parmi ces m lettres. Ce nombre 

j . , P(m — n-f-i) ,,^ j, 

sera donc expnme par —^^ — ~ — ■ — - (*) -, et d après ce 

» « T P (m — /i + 1 ) „ ^_, , ^ 
qu on a vu n** 1 07 , — ^^ -n ■ a" jc*" "sera le terme 

affecté de oc^"'^ dans le développement de (x+a)"*. 

Il est évident que le terme qui précède celui-ci sera 

P 

exprimé par-r^o*"' jft-n-hi . ^^r en remontant vers le 

premier terme , l'exposant de x augmente d'une unité , 
et celui de a diminue d'autant; de plus , P et Ç sont les 
quantités relatives au nombre 71 — 1 . 



^) n est à propos de remarquer qu'en y faisant successiyement 

ta formule — ^^ — rr devient 

Qn 

m (m — I ) m (m— 1). (m — a) m (1»— i) (»»— 2) ('«—3) 



i.a ' 



i.a.3 ' I .a. 3 .4 



etc. 



nombres qui expriment respectivement combien on peutfaire de com- 
binaisons avec un nombre quelconque m de choses, en les prenant 
écux à deux , oa trois à trois , ou qumtre à quatre ^ etc. 
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p 

141 • Si on fait -ry 3=iRf^ les deux termes coniécutifa 
indiqués ci-dessus j deviendront 

Jtf^«-i aan^«4-i et j^ (^ — ^ + ^,^n>--» 

71 ' 

résultats qui montrent conmient chaque terme du déve- 
loppement de ( X + a)"* se forme de celui qui le précède. 

En partant du premier terme , qui est a: "* , on 
arrive au second ,,en faisant 71=1 : ona^=i, 
puisqpie oc^ n'a pour coéilicient que Tunité ; et il en 

résulte ax^""*, ou — ax"*~*. Pour passer au 

troisième terme , on fait jïf= — et 7i=a, ce qui donne 
— i ^ ûTfr"*"*. Le quatrième s obtient par la sup- 
position de li[-^±:^ — ^ — — — - et 71 = 3 ^ qui conduit à 



(771 — 1) (771 — fl) - ^5 ^ • . j 

N V — —^^t^x^'^i'di amsi de smte, ce qm 



771 

'1 . . a . *3 
produit la formule 



(1 N- «.•''*' «1—1 I wi ( 771 — 1 ) . „ . 
'' 1 1 . a . 

1 . â . o 

que l'on peut convertir dans pe^ rè^ : 

Pour passer d'un terme à celui qui le suit , multipliegi 
le coefficient numérique par V exposant dé x dans le pre- 
mier; divisez jfor^ le nombre jqui marque le rang de ce 
terme , augmentez de l'unité l'exposant de a, et diminuez 
pareillement celui de x. 

Quoiqu'on ne puisse fixer le upmbre des termes de 
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cette formule qu*en assignant une valeur particulière à 
m , il ne doit cependant rester maintenant aucun doute 
sur la loi que suivent les termes de la formule , qvelr 
qu'éloignés qu'on les suppose du premier ; et on voit que 

m(7n--i) (m— a)....(?ii-^n-fi) ^,^^^,,^n 

1 . 52 . 3 .... 71 

«xprime le terme qcd en a n avant lui. 

Cette dernière formule s^appelle le terme générai i% 
la suite 

_ . TTl ^ , , Tîl f TU — 1 J - — ^ , . 

x«4-— 4ïJ!:»^*-*. — > ■» . >■ fl^as"""* -f» etc. 
1 , 1 . a 

parce qif en faisant successivement 

elle donne tous les termes de cette suite. 

i4a. Appliquons maintenant là règle du numéro pré- 
cédent à la formation du dévdbppement de ( ^ + fl)? î 
le premier terme étant * 

a? eu «^•x*(57)^ 

le «econd sera 

5 

-a*a;^ ou Sax^^ 

le troisième 

— -*-!«*ar ou iûû?jr, 

le quatrième 

— 5 — i^a^ ou locraï*, 

le cinquième 

10 X a ^ -, ' 

-~ — «♦oî on 5mjr^- 

le sixième 

Sx i ^^ . 

— 5 — flr jr ou fiTr . 



Le développement s'arrête ici , parce que pour paisser 
au terme suivant^ il faudrait multiplier par l'exposant de x 
dans le sixième , et que cet exposant est zéro. 

C'est aussi ce que montre la formule ; car le septième 
terme ayant pour coefficient numérique. 

m(^m — 1) (371— a) (m~3) (^m — 4){ni — 5 ) 

1 . a . 3 . 4 • 5 • ^^ 

contient dans le cas actuel , le facteur m — 5 /qui de- 
vient 5 — 5 ou G ; et ce même facteur entrant dans le» 
termes qui viennent après , les rend tous nuls. 

En réunissant les termes que j'ai obtenus ci-des#s, 
il vient 

143. On déduirait en général de la formule du nu- 
méro 141 > le développement de la puissance quelconque 
d'un binôme quelconque. Si l'on avait, par exemple, à 
former la sixième puissance de nx^ — 6a^\ il suffirait 
de remplacer dans la foripule les puissances de x et de a 
par celles de aa^ et de — 5a^ respectivement , puisque 
si l'on faisait 

aa^ = a/ et — 5 a^ = a' , 
on aurait 

et il resterait à substituer pour 2/ et pour a' les quantités 
que ces lettres désignent. On trouverait 

+ oo(--5f2?>^(avir?if^ i5( — 5a3)4(ax3)* 

— 9oooo«»x»-}-375ooa**a;* 
— 5jSooa^^x^+ i56a5a*'. 
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nombres , il faut d*abord connaître les cubes des nom- 
bres d'un seul chiffre *, on les trouvera dans la seconde 
ligne de la table ci-^lessous : 

133456789 
2 8 27 G4 iû5 ai6 343 5i2 729 

et le cube de 10 étant 1000 , tout nombre de trois chif- 
fres ne renferme que le cube d'un nombre d'un seul.' 

La formation du cube d'un nomIRre de deux chiffres 
s'opère d'une manière analogue à celle du quarré ; car 
en décomposant ce nombre en dixaines et ^ unités, 
désignant ensuite les premières par a ^ les secondes par 
b, il vient 

{a + by=z(^ + Za^b + 3aft* + b^\ 

ce qui fait voir que le cube^ ou la troisième puissance 
d'un nombre composé dexLixaines et tï unités , renferma 
quatre parties , savoir : le cube des dixaines , trois fois 
le quarré des dixaines multiplié par les unités , trois fois 
les dixaines multipliées par le quarré des unités, enfin 
le cube des unités. 

Soit 47 le nombre dont on demande la troisième puis- 
sance ; en faisant az=z 4 dixaines ou 4^, b zszj uaitéa^ 
on trouvera 

c? = 64000 
3 û*i = 33600 
3ûA*=:: 588o 

y = 343 

Total •. io3823 = 47X^47X47' 

Pour revenir maintenant du cube 1 o3823 à sa ra- 
cine 47 9 ^^ remarquera d'abord que 64000 , cube 
des dixaines 4> i^'^ point de chiffres significatifs. d'un 
ordre inférieur aux mille ; on peut donc , dans la 
r«cherchd du cube des dixaines^ faire abstractioii des 



I>' A L G i B R E. 211 

centaines, des dixaines et des unités du nombre io3823. 
D'après cela , en disposant l'opération comme pour 
l'extraction de la racine quarrée , on séparera les trois 



premiers chiffres sur la droite par une i o3,82?5 
virgule ; le plus grand cube contenu "^^ 
dans io3, sera celui des dixaines. On 



Al 



48 



verra par la table précédente que ce 39 8,q3 
cube est 64 , dont la racine est 4 *, on posera donc 4 à la 
place destinée à la racine. On retranchera ensuite 64 
de io3 ; et à côté d« reste 89 , on abaissera les trois 
derniers chiffres. Le reste total, 39823 , contiendra en- 
core trois parties du cube*,, savoir, trois fois le quarré 
des dixaines multiplié par les tuiités , ou 3a*&, trois 
fois les dixaines multipliées par le quarré des unités , 
ou 3 g6* , et. le cube des miités , ou i^. Si on avait la 
valeur du produit '30*6 , comme on connaît déjà les 
dixaines a, en divisant ce produit par 3a*, on obtien- 
drait les unités h \ mais quoiqu'on ne. coxmaisee pas < 
3a*i , on sait cependant que ce produit ne doit avoir 
aucun chiffre signiGcàtif d^un .ordre inféneur aux cen- 
taines , puisqu'il contient le facteur a* ..qui exprime 'le 
quarré des dixaines -, il ne peut donc se trouver que 
d'ans la partie 398 , qui reste du nombre 398$i3 , après 
qu'on' eii a séparé les dixaines et les unités , = paitie qui 
contient en outre lés centaines que fournissent le produit » 
3ûi* des dixaines par le quarré des imités, et le cube b^ 
des unités. 

i. ... 1 ^ , • , 

I 

En divisant SgS' par ijfS, qui exprime, dans l'exemple 
propiosé, le tiîple quarré .des dixaines , 3a* ou 3 X 1 6 y on 
trouvera pour quotient 8 ; n;iais ce qui précède fait voir 
qu'on ne doit pas adopter ce chiffre pour.lça unités de 
la racine cherchée saijs rayon: vérifié , et cela en formant 
les trois dernières parties du cube que doit contenir U 
r#«te 39823. Eu laiââiit ô ïk g , on trouve 

O a 
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5a6»= 7880 
6»= 5ia 



Total 46693; 

et ce résultat surpassant SgSaS , p Auve qu'il faut dimi-^ 
nuer le nombre 8 pris pour les unités. En essayant 7 de 
la même manière , on voit qu'il satisfait aux coiiditions , 
et que par conséquent 47 est la racine demandée. 

Au lieu de faire la vérification que je viens d'em-' 
ployer, on préfère ordinairement "d* élever immédiate- 
ment au cube le nombte qu'expriment les deux chiffirea 
trouvés, en le multipliant par son quarré. En opérant 
ainsi sur 48 , on trouvera 

48X48X48=110592, 

et ce nombre étapt plus graft que le proposé.ioSSaS , . 
montra encore que le chi^r^ 8 est trop fort. 

\é{j. Ce qu'on a pratiqué sur l'exemple ci-dessus doit 
«'effectuer de même sur tous Jes.i^ombres expriniés pa^ 
plus de trois cMffires et mpinp de 7. Ayant séparé le* 
trois premiers vers la droite , on cherchera le. plus grand 
cube contenu dans la partie restante à gauch^^ ; oi^ por- 
tera sa racine à la place qui lui est destinée \ oq retran?? 
chera ce cube de la partie du nombre prçppsi. sur la^ 
quelle on a opéré ; à côté du reste , on abaissera, le», troi^, 
derniers chiffres ; on séparera les dixaînes et les unké^, 
et on divisera ce qui reste à gauche par le triple dii 
quarré des dijçaines trouvées ; mgis.av^ant d'écnre le 
quotient à la racine, on le vérifiera en élevant au cube 
le nombire qu'exprime ce chiffre joint a^x dpQ^jiiea 
connues. Si le résultat de cette opér^ti9n e^t trop fpit.> 
on diminuera le chiffre des unité»; pn procéder^ 4 W^ 
nouvelle vérification , e^ains^ de sjdte ji^^'à çe.qi|'x>u 
trouve un résultat égal auAombre.|^c9g(e|»^^ ou ix^ïj^àfit:^ 



Ipie ce nombre , s'il n'est pas un cube parfait. Dans ce 
cas y la racine trouvée n*est que celle du plus grand 
cube qu'il contient. Comme on a souvent des restes très- 
considérables y voici à quoi on pourra reconnaître si le 
chiffre dés unités n'est pas trop faible. 

Le cube de a + & > lorsqu'on fait ^ = i ^ devient celui 
de o -f" 1 > et ^ 'poxxt expression 

quantité qui surpasse c?y cube de â^ de 

3a» -f. 3a + 1. 

n suit de là que tant que le reste d'une extraction de 
la racine cubique sera moindre que trois fois le quatre 
de la racine , plus trois fois la racine ^ plus l'unité , 
cette racine ne sera pas trop faible. 

i48« Pour extraire la racine de loSSaSSi/^ on ob- 
servera d'abord que quel que soit le nombre de chiffrée 
dç cette ratine , si on la décompose en unités et dixaines , 
le cube de celles-ci ne pourra faire partie des trois 
derniers chiffres vers la droite , et devra par consé- 
quent se trouver dans io58a3. Mais le plus gtand Cuba 
contenu dans io58523 aura plus d'un chiffre à sa racine , 
qui pourra par conséquent se décomposer en unités et 
dbcaines; et le cube de ces dixaines né descendant pas au- 
dessous des mille 3 ne pourra faire partie des trois der- 
niers chiffres 9a3. Si^ après la séparation de ceuxH^i^ il 
restait encore plus de trois chiffres vers la gauche , on ré- 
péterait le raisonnement précédent, et on parviendrait 
ainsi à marquer la place du cube des upités de l'ordre 
le plus élevé de la racine cherchée , en partageant Te 
nombre proposé en tranches de trois chiffres , en allant 
de droite à gauche, la dernière pouvant en contenir 
moins de trois. 

Cela posé , après avoir préparé l'opération comme 

O 3 
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^ à Tordinaire , bn cherchera d*abord , par la règle du 



10? précédent, la racine cubique 106,823,817 
des deux premières tranches à ~jTT 
gauche , et on trouvera 4? pour 



473 



48 

6627 



résultat : on retranchera le cube 4^ 8,23 

de ce nombre des deux tranches 1 o3 8 aS 

qui le contiennent :à côté du reste TmZJoTZ 

' 2 o 00 0,17 

2000, on abaissera la tranche sui- ^c q^t o . 

vante 017, et le nombre 2000817 — 

doit renfermer les trois dernières 000 000 000 

parties du cube d'un nombre dont ^7 exprime les dixai- 
nes , et dont on cherche les unités : on trouvera donc 
Ces unités, comme dans l'exemple du numéro cité , eu 
séparant les deux derniers chiffres vers la droite du 
reste , et en divisant la partie à gauche par 6627, triple 
du quarré de 47' On vérifiera le quotient 3 , en élevant 
473 au cube , et on trouvera pour résultat le nombre pro- 
posé lui-même , parce que ce nombre est un cube parfait. 

L'explication de l'exemple ci-dessus peut tenir lieu 
de règle générale. 3i le nombre proposé avait une trancbé 
de plus, on continuerait l'opération comme on l'a fait 
pour la troisième ; et il ne faudrait pas manquer de 
mettre un zéro à la racine, si le nombre à diviser sur 
1^ gauche du reste , ne contenait point celui par lequel ' 
il faut le diviser : on descendrait alors la tranche sui- 
vante, et on opérerait sur cette tranche réunie au reste/ 

comme sur les précédentes. 

« 

149. Puisque le cube d'une fraction s'obtient en mul- 
tipliant cette fraction par son quarré , ou , ce qui ir- 
ment au même , en cubant son numérateur , et en cubani 
son dénominateur , il s'ensuit qu'on retombera sur h 
racine^ en prenant celle du nouveau numérateur et celli 

du nouveau dénominateur Le cube de ^, par exemplei 



est — g ; prenant lia racine cubique de 1 25 et celle de 

Siib j on retrouve^. 

Tel est le procédé qu'il faut suivre lorsque le numé- 
rateur et le dénominateur sont tous deux des cubes par- 
faits : mais lorsque cela n*a pas lieu , on s'épargne I4 
peine d'extraire la racine du dénominateur, en mul- 
tipliant par son quarré les deux termes de la fraction 
proposée ; car le dénominateur résultant de cette opé- 
ration se trouve le cube du dénominateur primitif, et 

il ne reste qu'à prendre la racine du numérateur. Si 011 

3 
avait, par exemple, -p, en multipliant les deux termes 

• 

de cette fraction par 25 , quarré du dénominateur^ on 
aurait 

• 75 . 

5x5x5' , • 

la ra^e du dénominateur est 5 : quant à celle de 75 , oin 
, trouve qu*elie est entre 4 et 5. En se bornant à 4> on aura 

7 pour la racine cubique de p , à moins d'un "binq^ième 

près. Pour avoir une exactitude plus grande , iji faudra 
extraire la racine approchée de 75 par les moyenp que 
j'indiquerai plus bas. 

Lâorsque le dénominateur sera déjà un quarré parfait^ 
il suffira de multiplier les deux termes de la fraction par 
la racine quarrée du dénominateur. Ainsi pour ixouver 
la racine cubique de -^ , je multiplie les deux termes par 
3, racine quarrée de 9, et j'obtieaa 



3x3x3*^ . 

prenant la racîiie du plus grand cube S contenu' àJaiis, 1 si > 
il vient |,pour la racine cherchée ^ à moine. d'un'tîerK 

04 
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i5o. H suit de ce qui a été démontré dans le n* 97, 
que la racine cubique d'un nombre qui n'est pas un cube 
parfait, ne peut s'exprimer exactement par aucune frac- 
tion , quelque grand que soit le dénominateur : c'est donc 
une quantité irrationnelle , mais d'une espèce différente 
de la racine quarrée ; car le plus souvent il est impossible 
d'exprimer Tune par l'autre. 

i5i. On pourrait obtenir la racine cubique appro- 
chée par le moyen des fractions ordinaires /en se ser- 
vant d'un procédé * analogue à celui que j'ai fait 
Gpnnaitre, n^ io3 , sur la racine quarrée, et trop facile 
a imaginer pour que je m'y arrête , vu qu'il serait d'ail- 
leurs peu commode. 

I^a meilleure manière d'employer les fractions ordi- 
naires pour cette recherche , consiste à extraire la racine 
en fractions d'une espèce donnée. Pour obtenir^ par 
exemple , la racine cubique de aa , à moins d'un cin- 
quième d'umté , on observera que té cube de 7 est rjj , e* 
on réduira p^r cooséquent un en A^ : la racii^e de 2760^ 
étant prise en nombre entier, on aura ^ , ou a | , pour 
cellé'dè aa.' 

i5a: Le moyen le plus en usage pour extraire p«r 
approximation, la racine cubique d'un nombre, consiste 
à convertir ce nombre en fraction décimale, mais en 
abservant que ce ne peut être qu'en millièmes ou en 
inîfiioniémes , etc. parce que les dixièmes deviennent 
des millièmes lorsqu'on les élève à la troisième piiis» 
^mnce, les centièmes se changent en millionièmes, et 
en général , le nontbre des chiffres décimaux qui se 
trouvent au cube est triple de celui que contient la 
racine. Il faut conclure de là qu'on doit mettre à la suite 
du nombre proposé 1 trois fois autant de zéros qu'on 
veut avoir de décimales à sa racine. On fera ensuite 
l'extractioii. d'après les règles exposées dans ce qui pré* 



N 



cède, et on séparera au résultat le nombre demandé de 
cbifFres décimaux. 

Si on voulait avoir , par exemple , la racine cubique 
de ?â7 , à moins d*un centième près , on écrirait six 
zéros à la suite de ce nombre , et on escIMairait , d'^rèi 
la règle j la racine de 3517000000. Voici TopératioB : 



327,000,000 


688 


âi6 


108 


nio,oo- 
3i44 3a 


i387« 



laS G8o,oo 
325 G60 673 

1 339 328 

On séparerait ensuite deux chiffres décimaux sur la 
droite du résultat , et on aurait 6,88 ; mais il sera pluf 
exaet de prendre 6,89 , parce que le cube de ce nombre , 
quoique plus fort que 327 , en approche davantage que 
celui de 6,88. 

ai le nombre proposé conteilldt déjà des décimales ^ 
il faudrait,' avant de commencer l'extrAtion, nlettre à 
sa droite autant de zéros qu*il serait néce^aire pour, 
rendre le nombre de coffres décimaux multiple de 5. 
Soit, par exemple, 0,07, on écrira 0,070 : prenant la 
racine de 70 millièmes , on trouve o,4- Pour pousser 
l'exactitude jusqu'aux centièmes , il faudrait mettre 
enèore trois zéros de plus, ce qui ferait 0,070000. La 
racine de 70000, extraite en nombres entiers, étant 41 > 
celle de 0,07 , à moins d'un centième près ^ serait 0,41 • 

i53. Après avoir fourni les moyens d'extraire la ra« 
cine quarrée et la racine cubique des nombres, la for- 
mule* du binôme conduit à un procédé analogue pour 
obtenir la racine d'un degré quelconque ; mais aupara- 
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vant d'exposer ce procédç, ]e ferai quelques remarques 
sur reîxtraction des racines dont Texposanfest un nom« 
bre qui a des diviseurs. 

L'extraction de la racine quatrième peut s'efiFecfuer 
au moyen de deux extractions successives de la racine 
quarrée, car en prenant d'abord la racine quarrée d'une 
quatrième puissance, de a*, par exemple, on tombe sur 
le quarré ou a* , résultat dont la racine quarrée est a, 
ou la quantité cherchée. 

On verra de même que trois extractions successives 
de la racine quarrée équivalent à l'extraction de la ra- 
cine huitième , puisque la racine quarrée de a* est cfi^ 
que celle de a^ est a^ , et qu'enfin -celle de a* est a. 

Il est évident de cette manière ^ que toute racine d'rvn 
degré marqué par quelqu'un des nombres a , 4, 8, 16, 
3» , etc. c'est-à-dire par une puissance de 2, s'obtiendra 
par une suite d'extractions de la racine quarrée. . 

Les racines dont les exposans ne sont pas des nombres 
premiers , peuvent se ramener- à d'autres d*un degré 
moins élevé ; la racine sixième , par exemple , s'obtiendra 
par une extraction de* la racine quarrée suivie d'une 
extraction de Ht racine cubique. Pour s'en convaincre , 
il suffit d'observer qu'en opérant ainsi sur a® , on trouve " 
d'abord a^ , puis a; on pourrait aussi prendre d'abord 
la racine cubique , ce qui donnerait a*, puis la racine 
quairée, et on aurait a. 



. >* •. 



154. Je passe maintenant à la méthode générale ^ que 
j'appUquerai au cinquième degré. Sa marche sera plus 
facile à saisir sur un cas particulier; et en la rapprochant 
de celles que j'ai données pour l'extraction de la racine 
• quarrée et pour celle de la racine cubique , on verra 
•ans peine comment il faut opérer pour un degré quel-- 
conque. ' ' . • 



Soitdonc à extraire la raciifie cinquième de a3i 554007. 
J observe d'abord que le plus petit nombre de a chiffres, 
c'est-à-dire 10^ en a six à sa cinquième puissance > qui 
est 1 00000 , et j'en conclus que la racine cinquième du 
nombre proposé a au moins deux chiffres : je pourrai 
donc représenter cette racine par a ^ b, a étant les 
dixaiAes ,'et b les unités , et le nombre proposé aura 
pour expression 

(a + i)5 =«5 + 5a*i+ loo^i* + etc. 

Je ne développe point tous les termes de cette puissance, 
parce qu'il sufHt de connaître la composition des deux 
premiers , ainsi qu'on va le voir. 

Cela posé , il est évident que c? ou la cinquième puis- 
sance des dixaines de cette racine , ne pouvant dçscendre 
au--de8sous des centaines de mille , ne fait point partie 
des cinq premiers chiffres à droite ; je stipare donc ce» 
cinq chiffres. S'il en restait plus de cinq à gauche , je 
ferais à leur égard le même raisonnement que tout-à- 
l'heure ; et je séparerais ainsi le nombre proposé eii 
tranches de cinq chiffres , en allant de droite à gauche : 
la dernière de ces tranches vers la gauche contiendra 
la cinquième puissance des unités de Tordre le plu s. élevé 
qui soit dans la racine. 



«En forman): les cinquièmes puis^ 'z tz t;/ 
sancesdesnombresd'un seul chiffre^. ' ^ ' 



47 



je reconnais que? a3i5 tombe entre 1024 

la cinquième puissance de4, qui est 5^ ^^g^. 

ioa4i et celle de 5, qui est oiao. 

Je prends donc 4 pour les dixaines de la racine cher-* 
chée , et retranchant la cinquième puissance de ce nom- 
bre, ou io24> de la première tranche du nombre proposé, 
j'ai pour reste 1291 , à côté duquel je descends la tranch» 
suivante. Le nombre qui ea résulta duit contenir Itt 

I 
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termes 5a*6+ loa^A* + etc. restans de (û + 6)*, après 
qu'on en a retranché a^ ; mais le plus élevé de ces termes 
est 5a^b , ou ciiiq fois la quatrième puissance des dixaineà 
multipliée pai* les unités, parce qu'il ne descend pas au- 
dessous des dixaines de mille. Pour le considérer en par- 
ticulier , on séparera les 4 derniers chiffres sur la droite , 
qui n'en font point partie , et le nombre i ag 1 5 , restant 
à gauche , contiendra ce terme , plus les dixaines de mille 
provenant des termes qui le suivent. On voit donc qu'en . 
divisant 12916 par 5a*, ou cinq fois la quatrième puis- 
sance des 4 dixaines trouvées , on ne parviendra qu'a 
approcher des unités. La quatrième puissance de 4 est 
256 ; son quintuple s'élève à 1280; divisant 12915 par 
1280, on trouverait 10 pour quotient; mais on ne sau- 
rait mettre plus de 9 à la racine , et il faut même , avant . 
d'adopter ce chiffre , essayer si la racine 49 qu U donne ^ 
en le joignant aux 4 dixaines qu'on a déjà, ne produit 
pas une cinquième puissance plus forte que le nombre 
proposé. On trouve de cette manière qu'.il faut diminuer 
le nombre 49 de deux unités , et que la vraie racine est 
47 , avec un reste égal à 2209000 -, car la cinquième puis- / 
sance de 47 est 229346007 ; c'est-à-dire que la racine 
exacte du nombre proposé tombe entr^ 47 et 48 

S'il y avait une tranche de plqs on J'abaisserait pour 
là joindre au reste qu'a laissé dans ce ca^ la soustrac- 
tion de la cinquième puissance , effectuée sur les deux 
premières tranches; on opérerait sur le reste .total 
comme on a fait sur le précédent, et ainsi de suite. 

D'après ce qu'on vient de lire , il est facile d'étendre 
au cas actuel les règles données, tant pour extraire lé 
racine quarrée et la racine cubique des fractions , qile 
pour approcher des racines des puissances imparfaites 
de ces degrés. 

i55. C*est par des procédés fondés sur les mêmes 
I 
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principes^ qu'on parvient à extraire le^ racines det 
quantités, littérales ; l'exemple suivant sufiira pour mon^* 
trer comment on doit s'y prendre dans un degré queL* 
conque. ' 

On a trouvé dans le n^ i43 , la sixième puissance 
de a oc'— -5 o^; je reprends cette puissance pour en ex- 
traire la racine sixième / et pour cela je la disposa 
comme il suit : 



+375000**0:^— 375ooa*V 



ax^— Sa* 



igax'* 



resté — gGoo^a:** -f- ®^« 

La quantité proposée étant ordonnée par riq^rt à x, 
•en premier terme doit êtr» la râdèine puissance du 
premier terme de la racine ordonpée de la, même ma- 
nière ; prenant en conséquence la racine sixième d« 
64ac^^, s^iyant la règle du n'^ 1^9» on a dx^:. 

En élevant ce résultat à la sixième puissance , et la 
soustrayant de la quantité proposée, le reste, qu'on 
obtient , commence nécessairement par le deuxième 
terme du développement de la sixième puissance des. 
d^ux premiers termes dé la ràcihe. Or , dans l'ex- 
pression 

( a + i )6 = a« + 6a5 i 4- etc. 

ce terme est le. produit de six fois la^ cinquième puis- 
sance du preniier terme de- la racine par i^ second ; et 
si on le divisait par Çq^, le. quptient serait le second 
terme 6. 

Il faut donc former six fois la cinquième puissance 
du premier terme ax^, de la racine , ce qui donnera 
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et diviser par cette quantité le terme — gGoa^j:*^, qui 
commence le reste de Topératioii précédente ; le 
(po tient — 5a^^ est le second terme de la racine. 
iPour le vérifier , on élèverait à la sixième puissance , 
le binôme qj^ — 5a^ , et le résultat donnerait la quan- 
tité proposée. 

Si la racine devait contenir un terme de plus , on 
trouverait après Vopération ci-dessus , un second reste 
qui commencerait par six fois le produit de la cin- 
quième puissance des deux premiers termes de la ra- 
cine , multipliés par le troisième , et qu'il faudrait pat 
Conséqueiït diviser par 6(p.x^ — 5a^)^ : le quotient serait* 
le troisième "terme de la racine; et on le vérifierait' en" 
formant la sixième puissance des trois termes trouvés. 
On procéderait-, de même pour trouver tous les ter- 
mes suivaniS'y en quelque! nombre, qu'ils fussent; 

Des équations à deux termes* 

i5G. Toute «quation qui ne l'enferme qu'une seule 
puissance de Tinconnue^ combinée avec des lyuantités 
connues , peut toujours se réduire a deux termes , dont* 
Tu^ est la réunion de toi|9 ceux qui renferment Tin" 
connue , et Tautre comprend l'assemblage des quan- 
tités données :.on l'a à,é]k vu pour le second degré., . 
n® io5, et il est facile de le concevoir pour un degré 
quelconque. 

Si on a par exemple r équation , 

en passanbtous les termëi affectés de x dans Un seul 
membre, on en déduira ?».. f 

<m (a* — ac) a^ == Mc^ + a^b\ ' ' * 

' * • ■ <■ 

Si maintenant on représenté ks quantitéf 



V: 
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a* — ac par p , Mc\-f- c^i* par </ , 
r équation précédente deviendra 



P^ — q\ 



et en dégageant la quantité oc? , on aura ' 
d*où Ton conclura 



— i/f 



En général toute équation à deux termes étant ra« 
menée à la formé 



^m 



donne alors v 

• ••• • fl •. 

et prenant la* racirie du degré ni de chaque membre , 
on a 



' m 



a: 



i57. H faut observer que si l'exposant m est un' 
nombre impair^ le radical n aura * qti*un seul signe, 
qui sera celui de la quantité qu'il affecte (i3i). 

Quand Texposant m sera pair, le radical aura le 
doiôsie signe Hh ; il sera alors imaginaire si la quan- . 



», ' 



, • • -y 



tité -; est négative , et la question sera absurde , comme ; 

pour le second degré (i 3a). 

Voici quelques exemples. . 
L'équation jir^ss — 1024 donne 



I 
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a;= V^ — 1024= — 4» 
parce que l'exposant 5f est impair. 
L'équation a:^ = 626 donne 

a:=± k'G^s + S, 
parce que Texposant 4 ^^t pair. 

Enfin , réquation x^z=z — .16 donnant* 

ne conduit qu*à des valeurs imaginaires ^ parce que 
l'exposant 4 étant pair , la quantité placée sous le ra- 
dical est négatite. 

i58. Avant d'aller plus loin , ^e ferai connaître 
un fait analytique qui sera très - utile , tant pour 
la suite de c|^ ouvrage que pour son Complément , 
et qui est par lui-mêmQ assez remarquable : c'est que 
toutes les expressions x— a, a:*— a*, x^— a', et en 
général x^-»-a?^ (m é|:ant im f^m^re entier positif 
quelconque ) y sont exactement divisibles par x-— ijc. 
La chose est évidente pour la première ; on sait que la 
•cconde 

a;* — a* = (a:-f*o)-(x — u) (34) > 

et par^la. di^v^ision, on décomposerait falfileqleo^. les 
ai^s^ En. divisant d^ ifieme yf^-^^c^ p^, i'rr^o^t on. 
trouverait pour, qpotfpïit 

» 

r^iqiqiaiit ie^sc d lpu wi aiit ' toujours idç l'unité^ -et Giàxw 
de a augn^entant pareillement^ mais au lieu ^e suivre 
lé 'détail de cette opération , je' poserai 'sut r^ le-' 
champ l'équation ''> '■ v- 



^m ^m 



■ 

qu'on 
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qu*on peut vériGer, en multipliant le second mem- 
bre par x— a. Il devient alors 



tous les termes de la première ligne , à partir du second , 
étant les mêmes , au signe près ^ que ceux qui précèdent 
le dernier de la seconde ligne , il reste seulement , 
après la réduction , a?"* — a*" j c'est-à-dire le dividenda 
proposé. * 

Il faut observer qu'à la suite du terme a^x"*""* vient 
nécessairement^ dans la ligne supérieure^ le terme 
fl^x^"^, qui se trouve détruit par son correspondant in- 
férieur ; et que de même , dans la ligne inférieure , 
on trouve , avant le terme a"*"*ar, un terme — a"*~*x* , 
qui dfhiiit son correspondant supérieur. Ces termes 
ne sont point écrits , parce qu'ils sont censés compris 
dans la lacune indiquée par les points. 

i5g. Ceci conduit à des conséquences fort impor- 
tantes , relativement à l'équation à deux termes 

P 
En désignant par n le nombre qu'on obtient par 
l'extraction immédiate de la racine; opérée d'après 
les règles du n® i54> on a 

2 = a" ou a:" = a"* : 
* P . . 

et transposant le second membre dans le premier, 
il vient 

jj» — q» = o. . 

La quantité x^r— a'" se divise par x — a , et qn a par 
le numéro précédent 

«*-a"'=(x— a) (x'»-V+«x'"^ + a«-^x+a"»-0; 

pém. d'Algèbre. 7* édition. P 
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Ce dernier résultat , qui s*évanouit lorsque xz=za, de- 
vieiidrait également nul si Ton avait 

^m-i ^ ax^-» ..... -f. a'^'-^x + a"**"* = o ( u 6) ; 

et s*il existait par conséquent une valeur de x qui sa- 
tisfit à cette dernière équation , elle satisferait égale- 
ment à la proposée. 

Ces valeurs ont avec l'unité des relations fort sim- 
nbs que Ton découvrira en faisant x=ay ;par làTé- 
quation x"* — fl'" = o deviendra 

a"j"* — a*" =0' ou j^"* — 1 = o , 

et on obtiendra les valeurs de x en multipliant celles 
de y par le nombre a. 

L*équationy" — i =o donne ep premier lieu 
puis , en divisant y"^ — i par^ — i , il vient 

yni-t ^yn^+^m-3 +y*+y+ 1 ; 

et ce quotient étant égalé à zéro , est Téquation d'où 
dépendent les autres valeurs de y , qui auront , aussi 
bien que l'unité, la propriété de satisfaire à Téquation 

j^»»— .1=0 OUJ^"*=l, 

c'est-à-dire que leur puissance du degré m sera 
l'unité. 

De là résulte cette conséquence , singulière au pre* 
mier coup-d'œil, que l'unité peut avoir plusieurs ra- 
cines autires qu elle-même. 

Ces racines , qui sont imaginaire^ , sont malgré cela 
d'un fréquent usage dans l'analyse ; mais^ je ne peux 
faire conhMtrè ici que celles des quatre premiers 
degrés , parce qu'il n'y a que pour ces degrés que l'on 
puisse résoudre , par ce qui précède , l'équation 
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,ym— 1 _^ ym— » -J- 1 = o, 

qui les donne. 
Soit, 1®. 771=2, on a 

y*— 1 =0, ' ^ • 

d*où on tire 
a*. En faisant 7îi=3', il vient . ^ 

y_i=o, 

d*où où tire 

puis y^'i^y + 1=0' 

Cette dernière ^^[uation étant résolue, donne ' 
ûnsi on a pour ce degré , les trois racines 

I 

y=^,y= -^ — , y= ■ ;■ ' J^ — . 

Les deux dernières sont im^naires; mais si! on en fait 
le cube> en formant , d*après len°34> celui [du; puméra- 

teur , et si on observe que le quarré de ^/-t-S étant ^—3, 
8on cube est — 3 |/^^, on trouvera eircôi*ejy^= 1, 
comnie par la racine J^ = i > 

3®. Prenant 771 =T=4> oii^^ 

y — 1 = 0, 
d'où on dédiiit ... 

puis y+y+^+i=o. ; ... ^ • 

On ne voit pas d'abord comment on pourrait résoudre 
cette équation ; mais en observant que 

^-»=(y+o cy-o." ' 

P s 
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on a successivement 

y— 1=0, y^+i — o, 

desquelles il résulte 

De ces quatre valeurs, deux seulement sont réelles, et 
les deux autres imaginaires. 

Cette multiplicité de racines de Ticnité tient àuncfci 
générale des équations , d'après laquelle une inconnue 
admet autant de valeurs qu'il y a d*unités dans l'ex- 
posant du degré de l'équation qui la détermine; et 
quand la question ne ^comporte pas ce nombre de so- 
lutions réelles, il est complété par des symboles pu- 
rement algébriques, qui, se trouvant soumis aux opé^ 
rations indiquées dans l'équation» la vérifient. 

Il suit de là. que les racines des nombres ont deux 
espèces d'expressions ou .de v^lemra ; la première que > 
î'appeUerai détermination ^mthtnétique , est le nom- 
bre qi£ûili£oîuverpar \eè proc4âéi«3qposésdans le n^ i54> 
et qui est tinique pour chaque cas particulier ; la seconde 
Comprend' lès valeurs négatives et les exppeâ^bns imagi- 
naires., que je désignerai sous le nom de détkrmination» 
algébriqu0f^ipssce'qti elles ne doivent ieiir existenoc. 
qu'à la combiaaison des signeffidé l'algèbre. 

Dês équations qui peuvent se résàtidire bbmnie'bètles' 

du second degré. 

160. lie caractère de ces équations consiste en ce 
qu'elles ne contiennent que deux puissances difFérentes' 
de l'inconnue , et que l'exposant de Tune est double de 
celui de Tautre ; leér fbifmulé générale est 

p etq étant des quaoâés conniiet. ~ 
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Si Ton prend d'abord a:* pour rincoimaei •« ^pw 
Ton fasse x"»=:u, on aura 

d'où 

u^' + p u^iq, 

M= — ^pj; l^q+ip^ (109); 
remettant x^ pour u , il viendra 

^quiation à deux tennea, puisque, 1^ (;[^^tit^ 

ne ren£ermant que dis& qp^rations cominès.^ i effectuer 
aur des quantij^âs données ^ doit être regardée comme 

En représentant par a et par a\ les deux valeurs de 
cette quantité ^^ on aura 

a^:=za et x^z=:{/, 

d'où l'on tirera v 



X = j/â et x == |/?! 



Si l'eiqppsaipit tu étaût.pak ^ au Uc^u,dc^ deux veleurs 
ci-dessus, on en aurait quatre, puisque chaque ra* 
dical serait sDscep^ledîu signe + ; il viendrait 

x=4.|/S, x=+^7. 



I- ■ --y 



•t ces quatre valeurs seraient réeDes si leç quantités a 
et a étaient positives. ^.- , ..» j . ^ 

j^Toutes les valeurs 4e x mont comprises dans une 

^ . P3 
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Mvde^fqrmulej; en indiquaqt immédiatçmept )a racine 
des deux membres de FéquatiQn, , 

ce qui donnera 

« .. . 

• ■ * • ■ • • • 

La question suivante conduit a une équation de et 
genre. i . ' - 

161. Décôrnposer le nomhre 6 en deux facteuirp^t^ls. 

fpie la somme de leurs cubes soit 35. 

6 
Soit xl^m de ces factetirs^ l'antre sera - , et on aura 

ne 

■ ••--J': * •• •' .■•■;■ g :p ; .;, •.- 

par la somme de leurs cubes , x^ et --^^ l'écp^atjjt^n 

Xr -4- — s- =2: 35 • I . ir » 'j »; i „» 

X^ ^ 

qui revient à " 1 .^— ".. 

X* -f*aiG =35 a:* I . . . ,/r ,. r* 

on a — x^ — r35jt;^==-^ 216. 

Si on regarde a^ comme Vinconutie, on obtiendra 
jfàrhi l^glé dfe^ équatioriisf 'Stf ^éohd- degfé^y* • » ■ 

I 

en effectuant .. les calculs numériques indiqués , on 
trouvera ' - x ,\i 4 ■ r* 

et par conséquent • 

"'-■ ^—t-i» .^fcl2'*--ii'i*îulL'e ■ » i-' ■•■'■■■ • 
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La première valeur donne pour le second facteurf on a , 
tandis que la deuxième valeur conduit à | ou 3; on a 
donc dans un cas 3 et s pour les facteurs cherchés^ et 
dans ràutrcrb et 3. Ces deux solutions ne diffèrent ainsi 
que par un changement d'ordre dan» les facteurs du 
nombre donné 6. 

i6a. Les équations que je viens de considérer . sont 
également comprises dans.. la loi générafe énoncée 



m m 



n** iSj, car il favtmukiplier les valeurs de y/ a, ^d par 
les racines de Tunité dans le degré m. 

£n applicjiiant cette considération à l'équation 

x^ — 35 07^ = — 2i6^ 

on lui trouvera tes six racines sufvantes : 

arc=ix3, ap = iX», 

— 1 4.1/113 _i 4.1/23" 

os= — -^-^- — x5, x = — nu: xa. 



a 



dont l^s deux premières^ sont les seuïes réelles» 

Du calcul des radicaux. 

i63. Le grand nombre de cas dans lesquels on ne peut 
extraire exactement les racines, et la longueur de Tope* 
ration nécessaire pour les obtenir par approximation ^ a 
conduit les algébristesà tâcherd'effectuer immédiatement 
aiur les quantités soumises aux signes radicaux, les 

P.4 
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opérations fondamentales indiquées sur leurs racines »€t 
à en simplifier autant qu'il était possible les résultats , de 
mani4re à renvoyer à la fin du calcul l'opération la plus 
compliquée > c'est-^-dire, l'extraction, et à n'avoir à la 
pratiquer que sur les plus petits nombres ou les exprès*- 
sions les plus simples que puis*sent comporter les ques- 
tions proposées. 

L'addition et la soustraction des quantités radicales 
dissemblables ne peuvent que s'indiquer ^Ir les signes 
«f- et -«. Par e^^emple , les sommes 

lés diiFérences 

ne sont pas susceptibles d'une autre expr«99Î(>n. 
Il n'en serait pas de mêfaie de la quantité 

parce que les radicaux qui la composent peuvent devenir 
semblables'^ au moyen de la simplification indiquée dans 
le n** i3o. On observerait d'aboi^d que 



\/'i6c^b=ySa\2b ou aa\/^' 

V^2o^6= y^.ub ou a^yskb\ . . 
il viendrait 



ad 



et en réduisant^ on obtiendrait 
3 5ûcA-r 



6al/a6'— ^V/2& QVL (6rf^5c)2/3f 
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164* A regard des autres opérations^ le calcul des 
radicaux repose sur ce principe déjà cité ^. Si l'on élèvB 
les différens facteurs d'un produit à une même puis- 
sance, le produit sera élevé à cette puissance. D'un 
autre côté , il est visible qu'on élève une quantité radi- 
cale à la puissance du même exposant que ce radical , 

en le supprimant. Par exemple ^ ^ a «levée à la sep^ 
tième puissance^ est a seulement, puisque cetter opéra- 

tion, inverse de ceQe qu'indique le ^signe |/ , ne fait que 
ramener à son premier état la quantité a. 

Cela posé, si , par exemple, dans l'expression 

on supprime les radicaux , le résultat a h sera là sep- 
tième puissance du produit indjgué plus haut ; et pre- 
nant la^ racine septième, on en conclura 

777 

Ce raisonnement , qu'on peut appliquer à tout autre 
cas , montre que pour multiplier deux expressions ror» 
dicales du même degré , il faut faire le produit des quaa^ 
tités soumises aux radicaux ^ et l' affecter d'un radical 
dumêmedegré. 

Au moyen de cette règle, on a 

. 3 \/aab^ X 7\/S(^bczi=!^i {/loî^b^c 3= 

ai a*i* j/ioc; 

. » . 

^ 4v/âî-rF; 



/ 



^H 
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*Pc^"+l^ 






.a 






— 6«) iV 



=1/ 






a cause qne 

i65. Si on considère; que la ^septième puissance de 

a 



7 






rèjkpressîon—- , par exemple, est ri on conclura, ea 

y/y _ •# ■ 

prenant la racine septième de ce dernier résultat, qu« ' 

7 

doù.il suit que pour diviser P une par {'autre deux 
4ptantités. radicales dit même degré , il faut prendre < le 
quotient de&quantités saumises aux. radicaux, et Vaffee-^ 
ter d'un radical du même degré. 

On trouve par cette règle , que 

ni '^ ' 

V^ab . , yô^ ,/-r. 

j/ZEF _ i ■ 'X^-*^ - ./ — i 



/ * 



• ' • 



1 . 
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I ... 

. ijSC. U suit de la règle de la luultiplicatian des radi- 
caux, du même degré ^ don^iée dans le n^ 1.64 y que pour 
élever une quantité Radicale à une puissance quelconque^ 
il suffit d^ élever à cette puissance la qUaritité soumise au 

radical, et d' affecter îde.ce même radical le résultat ; 

' ' ' y . . 

car^ par exemple, élever v/a&àlatroîsièlnie puissance/ 

c*est eiFectuer le produit 

5 • ' 11. 

et çpmm« les radicanxaont dit même degrés ilifaut (164) 
multiplier entr'elles les quiantités qu'ils affectent > puis 
poaçr ^.xadical sur le prodijdt, ce cpd dqnn^ . . . 



• I } 



.. i . . .. \-- r .♦r. o . • . . .- 

• • • ■ 

' Dè^ttême, V^? j6?*'41èle â la puissarrcïe qiiatrîème , 
domie v/a* i**, qui jÇÉ^ réduit à 

en décompiJsàtt a* b^ exia^ i* X aiV et prenant la racine 
dufacteura7 67 (ï3o)..- , \. - ♦ 

Il est* â 'j^rdpos d[e ^marcpler aussi ^ekors^ueVexpo- 




fectu^ endiyi^q^il^emeXuexposàntp^^^ Par 

eXempiM • . r.»» r- , *-. r. »•^.■^• 

parce que | = 3.^ ^ _^ -; '^ 

. .^,^%-^ Vadé^ignewie quantité qjil estjBinjfoîs fac- 

i^iK^ 4^8,'a, et la^quî§^4[Vfri3iquop obtient en divisant 
.l'exposants pa^.â« nlé^çt plus qi^e trois fois facteur 
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dans a, 'éqpivaiit par conséquent au produit de deux 
des premiers facteurs ; elle est donc la seconde ' puis* 

sance de Tun de ces facteur?^ ou de y a. 

Le même raisonnement s'appliquerait àl'exetttple ei- 
dessous^ et à tout autre : 

167. En renversant les règles de Tarticle précédent » 
on obtient celles qu'il faut suivre daxu Textractioii des 
racines des quantités radicales» • 

On voit d'abord y par la première /que si hs 
exposans des quantités soumises au radical sont divi^ 
sibks par celui de la racine qu'on veut extraire, P opé- 
ration s'effectuera commes'iln'y aviaitpoiji$.dfifq^J^fal} 
et l'on affectera du radical primitif te résultat. 

On trouve, par exemple/ qae^' • 









V V^SÎ> = 1/ iî^a* i?'=: \/W.. . . 1 

■ y , , \ . 

De la seconde règle du numérb'précédent/on obndftt 
que Yeoctractlon de la facine des quantités rUdicalfs 
s'indique «n général , en miuSiipUidni Fexpos£if'dù m- 
dical parxxlui de la racine qu'on veut extrairei^^ ':*'j:. • 

Par cette dernière règle , q^ET^ouye que 

En effet, \/d^ eet tuie\quantité'^«st cii^4fb&%u> 

c 

teur dahsTâ^ (fl^i 1^9) > mfofa*Taciiiecubi5tiêH4& f^^ 
devant être aussi ttois fois facteiilr dans cetti^'dârïiiêfe 



D'A L G È B R B. 337 

ipiantité^ se trouvera 5x3 fois ou i5 fois facteur dans 

3 

la première a* : donc y V^a* = V^a*. On prouye- 

s 

rait de même que ^ ï/o*. = ^ a^. 

i68. Puisqu'en multipliant l'exposant d'une quantité 
soumise à un radical, par un nombre ( i66), on élève 
i la puissance marquée par ce nombre , la racine indi- 
quée , et qu'en multipliant aussi par le même nombre , 
l'exposant àa radical (167) , on tire du résultat une ra- 
cine du degré égal à celui de la puissance'qu'on a formée , 
3 s'ensuit que cette seconde opération ramène dans son 
^mier état la quantité proposée. 

s 

li'eaq^ression )/ a^> par exemple, peut se changer en 

K,/a*'> ^ s'obtient en multipliant par 7 les exposans 5 
et 3; car multiplier par 7 l'exposant de a^, c'est former, 

s 

par le radical V^^7^, la septième puissance du radical pro'- 

posé, et multiplier par 7 l'exposant 5 du radical V^a** , 
c'est prendre la racine septième du résultat, opération 
qui détruit l'effet de la première. 

1 69. Par cette double opération , on ramène au mêm9 
degré un nombre quelconque de radiccoÊb de degrés 
différens , en multipliant à-la-fàis l'exposant de chaque 
radical ^t ceux des quantités qu'il affecte\ par lepro^ 
duit des exposans de tous les autres radicaux. L'iden- 
tité des nouveaux exposans des radicaux est évidente 
par elle-même ,^ puisqu'ils sont formés dii produit de 
tous les exposans des radicaux primitifs ; et d'après ce 
qui précède , chaque quantité radicale n'a pas changé 
de valeur. 

On transforme par cel^e règle ^ 
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« 1 



\/a^b^ et \/d^(P, 

. . as _..___ . 35 

en ^/a«i»4 et s/c'^d'^; 

de même les trois quantités 

3 5 7 ^ 

V/àfr», V/a*c^ yb^c^, 

f 
deviemieht respectivement 

\/i3545^^ /5F?r ^/îsîjîs: • • 

S'il y avait des nombres sous les radicaux^ il fau- 
drait les élever à la puissance marquée par le produit 
des exposans des autres radicaux. 

170. De même , on peut passer sous un rddical un 
facteur qui en est dehors , en l'élevant à la puissance 
.marquée par l'exposant du radical. 

On changera^ par exemple , 

c^ en ya'\ et 2 a \/b en ySa^b. 

171 . Après avoir réduit au même degré , par la trân9« 
formation précédente , des radicaux quelconques , on 
leur appliquera sans difficulté les règles données dans 
les n"*' 164 «1^1 65 /pour la multiplication et la division 
<}es quantités radicales du même degré. 

Soit en général 

Je changée ïBg) , . 

t 

• ■ . # ■ 

, m it 

nn ' tnn 



i 
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et la règle du n° i64> donne 



mn mn mit 



pour le produit des radicaux proposés. 
On a aussi par le n^ i65 

m mn mit mn 

Remarques sur quelques cas singuliers du, calcul 

' des radicaux, 

17a. Les règles auxquelles on vient de ramener le 
calcul des radicaux , s'appliquent sans difficulté aux 
quantités réelles ; mais elles induiraient en erreur par 
rapport aux quantités imaginaires , si on ne les accom^ 
pagnait pas de quelques remarques qui tiennent aux 
propriétés des équations à deux termes. 

Par exemple , la règle du n° 164 donne immédia- 
tement 

V/— a X V/— a= v/— a X— a= V^; 

^cl si on se contentait de prendre + a pour y^y le résultat 
serait visiblement fautif, car le produit y/ — aX V^ — a, 

étant le quarré de \/ — a , doit s'obtenir en supprimant 
le radical j et est par conséquent égal à — a. 

Bezout a très-bien expliqué cette difficulté , en ob- 
servant que quand on ignore de quelle manière a été 
formé le quarré a^, et qu'on en demande la racine , oa 
doit assigner également -}- a et — a ; mais que quand on 
«ait d'avance laquelle de ces deux quantités a été multi- 
jpliée par elle-même pour forpier û* , il n'est plus permis, 
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lorsqu'on revient sur ses pas, d'en prendre une autre. Ce 

cas est évidemment celui de l'expression v/ — aX |/— a ; 
on sait alors que la quantité a^ ^ comprise sous le radical 

|/^ vient de — a multiplié par — a , Tambiguité cesse 
donc ; et quand on revient à la racine, il faut mettre— «. 

Le même embarras aurait lieu aussi pour le produit 

\^a X ï/a 1 si l'on n'était pas conduit, parce qu'il n'y a 
aucun signe -— dans l'expression , à prendre immédiate- 
ment la valeur positive de ^/a*. Il faudrait faire attention 
que , dans ce cas , a* venant de -f- a multiplié par -f- a , 
sa racine doit être nécessairement -f- a 

Ces raisonnemens ne laissent aucun nuage sur le cas 
particulier qu'on vient de considérer ; mais il y en a 
d'autres qui ne peuvent s'expliquer clairement que par 
les propriétés des équations à deux termes^ 

1 73. Si par exemple on demandait le produit \^a y — 1 ; 
en réduisant le second radical au même degré que le 
premier ( 169 ) , on aurait 

résultat réel , quoiqu'il soit bien évident que la quantité 

réelle ^/a , multipliée par la quantité imaginaire|/ — 1 , 
doive donner un produit imaginaire. Il ne faut pas croire 

cependant que l'expression \/a soit tout-^-fait fausse , 
mais seulement qu'on la prend alors dans un sens trop 
particulier. 

En eiFet, V^a, considérée algébriquement ^ étant 
l'expression de l'inconnue x , dans l'équation à deujc 

termes 

a?* — a = o, 

est susceptiblede quatre déterminations difFérentes^i 5g)i 

car 
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car 81 on faita=at*, en représentant par * la valeur nu- 

mérique de y a^ abstraction faite de son signe , ou là 
détermination arithmétique de cette quantité y on au^a 
les quatre valeurs 

• X + i, «tx— 1, *X-f-l/^, «X— ï/^, 

dont la troisième est précisément le produit proposé. 

Avec un peu d*attention , on reconnaît aisément la 
cause de l'ambiguité qu*on vient de remarquer. La se- 
conde puissance -f- 1 de la quantité -— 1 placée sous le 
radical quarré^ pouvant venir aussi bien de + i X + 1> 

que de — 1 X — 1 > on introduit dans la quantité ^/ 1 deux 
déterminations qui ne se trouvaient pas dans v — 1 . 
En général, la manière dont on a trouvé la règle qui 



m 



sert à former le produit ^ a X V/î , revient à élever 
ce produit à la puissance mn \ car si on l'avait repré- 
senté par 2^ ou qu'on eût fait 






m 



«n élevant d'abord à la puissance m, on aurait eu 

n . 

puis élevant. encore à la puissance n, il serait venu 

Ce produit n'étant donc connu que par sa puissance 
du degré nin , ou p^îUne équation de ce degré à deiix 
termes , doit avoir mn déterminations ( iSg ) : et on Iç 
conçoit aisément lorsqu'on fait attention ^e les exprès-^ 



m 



«ions \/a et \/b , n'étant autre chose que les valeurs 
Elém. d'^lgè^e. 7* édition. , • ^ 
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d<M inconnues x et y, dans les équanons à detïx termes 

x"* — a = o, j^" — 5 = 0, 

et par conséquent susceptibles de m et de n détermi- 
nations y on pourra , en combinant chacune des m déter- 
minations de X avec chacune des n déterminations de y y 
obtenir mn déterminations du produit demandé. 

Quand il s*agit de quantités réelles , le choix n'est 
pas 'embarrassant^ parce que le nombre do détermi- 
nations dé cette espèce ne surpasse jamais deux (iSj), 
qui ne âîffèrent que par le signe. 

i^jj^. En fusant usage de la transformation du n* iSg^ 
on fait tomibèr touteladifficffâté sio- tes racines de -^ 1^ 
ou de — 1 ; e^«i on pose jp = cet et^ = lkt^,Aet ^dési^iuit 

\et déterminations numériques de y a , V^> 8^8 égaid 
au signe ^ les équations 

- x*::f:tf2=o, j^*qp4=:o, 
deviennent 

et on en tire l'expression 

m n^ m n ^^ 

dans l^qu^le «/^ représente le prodnk d^ ncknbret 

m n 

^/a, \/b , ou la détermination arithmétique de la racine 
du degré mndvL nombre a^b^. 

Quand çn^youdm pakticiilariser ile produit dèsyadi-^ 

eaux V^d:a^^db:& y pafr une déterhlinatiori sjpédale 
de ces radicaux , il faudra trouver , d'après les «qua- 
tione / • 'V.; . 
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m 



les diverses expressions de \/dzi , \/zLi , et les com- 
biner convenablement. 

Au reste , ces opérations ne se présentent guère qiio 
pour quelques cas foit simples ^ dont voici les principaux : 



je supprime le radical de \/ — 1 , et j'obtiens 

je ne multiplie point ici — 1 par — 1 , parce ^e je 
. tomberais sur l'ambiguité remarquée dans le n** 173 ; 
mais j'obsen'e que le quarré de là racine quatrième 
n'est autre chose que la racine quarrée , et il vient 
«lors 



5». V^X /=fc==v/55x ( V/^)* = V^^X /=^ 

« . <f 

• On trouverait ainsi des résultats alternativement réeh 
et imaginffires. 

Du calcul dès èxpoèèiks fraetitmnaires. 

175. Lorsqu'on remplace les râdicËNbc pat lés exfio- 
sans fractionnaires qui leur correspondent (i3j^)i l'ap-- 
plication immédiate des règles des exposans^ fournit les 
mêmes résultats que les procédés usités dans le bâ^cul 
des radicaux-. 

En effet y si l'on transforme , par exemple ^ 
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en a'b\ a' c\ 

on aura 



puis en observant que f = i + f , que par conséquent 

a'=a "^*=aXa' (25), 

î. - 2 ' ■ 

et que a^ b^ c^ équivaut à y/oèV , il viendra 

résultat non-seulement exact , mais encore réduit à sa 
plus simple expression. 



m 



Soit l'exemple général \/ aPhf X l/iV; les ra- 
dicaux proposés se transformeront en 

£ 1 IL 

«t il viendra^ suivant les règles des exposans (â5)^ 

£ 1 I i £ i.4.1 i 

Si maintenant on veut ejOfectuer l'addition des fractions 
•^,-y il faut les réduire au même dénominateur; 

TU 71 _ 

et aBn de donner de Tuniformité aux résultats , il faut 

en faire autant sur les fractions -^ , - : on obtient par ce 

Tîi n 

moyen 



a'^'^b 



mu A mn r.mn 



C 



> 



•t passant aux radicaux, on a 
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m n nm 



176. La division s'effectue aussi simplement : on a, 
par exemple , 

> "^"^ — r — ""4 inr v^^v# 



ce qui se réduit à 



lt 



.s 



et en passant aux radicaux , on a 

On a en général , 

» ? ± l f_l 



n • r s * . 

et en réduisant au même dénominateur les exposans 
fractionnaires ^ pour effectuer la soustraction indic[uée , 
on trouve 

= =1/^ — -^ • 

Il est aisé de voir que la réduction des exposans frar- 
tionnaires au même dénominateur j remplace ici la ré-* 

Q3 



\ 
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duction des radicaux au même degré ^ et conduit pré» 
cisément aux mêmes résultats ( 171 )• 

177. n est tout aussi évident^ par la règle du n* 127 , 
^ue 

«t par celle du n" lag , que 

Le calcul des exposans fractionnaires est un de» 
exemples les plus remarquables de Futilité des signes , 
lorsqu'ils sont bien choisis. L*analogie qw règne entre 
les exposans fractionnaires et ceux qui sont entiers , rend 
les règles qu*il faut suivre dans le calcul de ceux-ci , 
dipplicables à c«lui dies autres , tandis qu'il a fallu des . 
raisonnemens particuliers pour décomiir les règles du 

calcul des radicaux , parce que le signe V^ , qui le» 
cxptime , n*a aucune liaison avec l'opération qui les en* 
gendre. Plus onayajace dans l'Algèbre , et plus on recoo-r 
naît les nombreux avantages qu'a produit dans cette 
êcience la notation des exposans, imaginée par Descartes. 

Théorie générale des Équations, 

' \ji. Les équations du premier et du second âegté ^ 
»ont , à proprement parler , les seules dont on ait une 
solution complète ; mais on a découvert, aux équation» 
de de^« qu«lcoi9<^àe , desj^opriétés générales qui con^ 
duise^ à les résoudre lorsqu'elles son| numériques, et 
qui offrent de nombreuses conséquences pour les par-* 
ti^s plus élevées de l'algèbre. Ces propriétés tiennent à 
ime forme particulière soui laquelle toute équation peut 
%% itt^ttrt* 
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JSn la supposant aussi générale qu'elle peut Tetrc , 
pour un degré quelconque , tme équation doit renfermer 
toutes les puissances de Imconnue , depuis teûe de ce 
degré , jusqu'à la première inclusivement , multipliées 
chacuae par des quantités connues > et en outre un 
terme tout connu. 

L'équation générale du cinquième degvé > par exem- 
ple ^ contiendra toutes les puissances àh Fihcoimue » 
depuis la première jusqu'à la cinquième inclusivement ; 
et s'il y a plusieurs termes affectés de la même puis- 
sance de l'inconnue , il faudra les conceyob réunis en 
un seul ^ comme on l'a fait pour les équations du second 
degré dans le n® 108. Ensuite on passera > aio^i qu'on l'a 
fait.djins ce numéro , touç les termes d^ l'éq^atiqn dans 
im seul membre; l'autre sera nécessairement ég^ à a^éro; 
et on rendra le premier terme positif en changeant ^ s'il 
leiaut^ tous les signes de l'équation. 

On aura par ce moyen une expression semblable à 
la suivante:' 

dans laquelle il faut bien observer que les lettres »> p , 
9> r, 5, t, peuvent représenter des nombres négatifs 
aussi bien que des nombres positifs. Puîs''divi8ahiHout 
par n , afin de ne laisser au premier ^jçicnie ijp^. V^i^té 
poqj cpelficient ^ et f<9is4at 

n n ^ n *n^*rt * 

fl viendra . , _ , r _:, r - j,. 

Dorénavant je supposerai qu'on ait toi^our^ prér- 
paré les 4<Iï^tions aii\si qijieje^ viens de le faire, et 
je.représeptefidTéqiiation générale d un degré quel* 
•onque \)ar* 

<i4 ' 
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La lacune indiquée paroles points se remplit lorsqu*on 
donne à l'exposant n une valeur particulière. 

Toute quantité ou toute expression , soit réelle , soit 
imaginaire , qui , mise à la place de Tinconnue x dans 
ime équation préparée CQmme ci-dessus, en rend le 
premier membre égal à zéro , et par conséquent satis- 
fait à la question , se nomme la racine de l'équation pro- 
posée ; mais comme il ne s*agit pas ici de puissances ^ . 
cette acception est. plus générale que celle que j*ai: 
donnée jusqw à pirésent au mot racine (90, 129). 

* 1^9. Voici ûnë proposition analogue à celles des^u- 
méros 1 iG et iSg , et que Von doM regarder coâime fon- 
damentale. ./-•'. 

La racine d'une équation quelconque 

. X" -f Px"-"' + Qx»-*. .... +Tx -f U = o ' 

étant représentée par sl, le premier membre de- cette équor ' 
tion se divise eoc^actement par, le binôme x,— - a. 

En effet ^ puisque a est une valeur de x, on a néces-i 
sairement ■ . .„ .. 

af -j. pan-x 4. Ça»-» ...., + 7Vz +£/== Pi , 

et par conséquent 

Z7=— a» — Pa»-' — Ça»-* . . ... — Ta ; 

cnsorte que Téquation proposée çst identiquement la 
xnême que 

x«-f- JPx»-* + Çx»-* + ^^ l _ ' 

— a» — Pa»-^ — Çc»^ — Tai~^^ 

et revient à 

a:» _ a» 4. P (x*-*— a»-') + Ç (x»-*— a»-^) l 

....:...+r(x-c)|-^- . 

Les quan^tés 
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x^ — a", x'*^»— a«-», x«— -* — a"-% x — a, 

étant toutes diyisibles par x — a ( i58 ) , U est évident 
que le premier mem})re j^e réqu^tion proposée aura tous 
ses termes divisibles par cette quantité, et sera par con- 
séquent divisible par x— a, comme le porte Ténoncé 
de la proposition ( * ) . * 

i8o. Pour former le quotient, il n'y a qy'à substituer 
au lieu des quantités 

X» — a", X»-' — a«-», x"^ — a"^, x— a, 

les quotiens qu'elles donnent , lorsqu'on les divise par 
X — a , et qui sont respectivement 

X»-» +ax«-» + a»x»'-3 +«!•""*, 

x»-*4- û^""^ +û"'^> 

x"-' +a""^> 

••• > 

En ordonnant le résultat par rapport aux puissances 
de X ; on trouvera 



■^ 



(^} D' Alembert prouve la même proposition , ainsi qu^il suit : 

Si Ton conçoit que le premier membre de Tcquaticm proposée soit 
-divise' par x~-a , et que Tope'ration ait été poussée jusqu^à ce qu^on 
ait épuisé tous les termes affectés àex, le reste, s^il y en a un , ne 
pourra contenir x. En le représentant par A, et nommant Q lequo- 
^ent quelconque jauqud on sera parvenu , on aura nécessairement 

Or, lorsqu'à la place de x on substitue «, le premier membre s^a- 
ftéantit , puisque a est la valeur de x \ le terme Ç ( « — a ) s'anéantit 
aussi , à cause du facteur â?— a qui devient zéro : on doit donc avoir 
A=z o, et cela, indépendamment de la substitution ^ car ce reste ne 
contenant pas x, la substitution ne peut s'y effectuer , et il conserve 
après , la valeur qu'il avait auparavant. 

Il suit de là que , dans tous les cas , A =: o , et que par conséquent 

«" +P a"""' + Ç «""" , etc. 

tf l divisible CKACtemcnt par x —a. 
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4- Qx»-^ +Ça«-^ 



i 



+ T. 

181. Il est ^sible, d'après les s^es règles, 4je l^dn 
vision , que le premier membre de Téquation 

X» + Px»-* -fi- Çx»-» -f- etc. = o , 

itant divisé par x — a ^ dom;iera un quotient de la forme 

X»-* 4- P'x»-* 4- Q'x'»-^ ^ etc. 

P^y Q^ y etc. désignant des quantités connues différentes 
de P , Ç , etc. on aura donc 

X» -f-Px»-' -hetc. = (x— a) (x*-' + P'x»^ + etc. ); 

et suivant l'observation du numéro 116, l'équation pro- 
posée se vérifiera de deux manières , savoir : en faisant 

X — a = o ou x"""* + P^x""^ 4" Çtc» ==^.* 
6i maintenant Féquation 

X*-» 4- P'x»-* 4- etc. = o 

a une racine b, son premier membre sera divisible par 

X — 6 ; on «lura encore 

jpn-i ^ p'^«-a ^ etc. = (x— 6) (x"-* 4- P''x»^*4-etc.) 

et par conséquent 

x«4-Px»-»-f-^tc.==(x— a)(x— i)(x»-^4-P''x*^4retc.> 

l'équation proposée pourra donc se vérifier de trois 
manières , savoir : en faisant 

a>— 0=0, oux— ii=o, ou x^'^4-^^"^ + ^c«=^' 

Si la dernière de cçs équat;ions a i^ie racinje c , son pre** 
nuer membre se décomposera encore en deujcfacteure , 

x—c, «*-^4-P'x*-^4-etc.=o, 
et Yon aura 
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x» + Px"-' + etc. 
'e= (x--a) (x— i) (a>— c) (x»-' -j- P'x"-"^ + etc ) ; 

d'où l'on voit que Téquation proposée pourra se vérifitr 
de quatre manières, savoir : en faisant 

X— <r=o, X — i=o, X — c=:o, x""^-)- -P^x""^ -fr etc.=p. 

En continuant de raisonner ainsi, oa obtiendra 8uc« 
célsshrement des facteurs des degrés 

n — 4> ^ — 5* n— 6,etc.; 

et si chacun de ces facteurs, égalé à zéro, est sus- 
ceptible d*une racine , le premier membre de Téquation 
proposée sera ramené à la forme 

(x — a) (x — i) (x — c) (x— J) (x— /), 

c^est-àrdire décomposé en autant de facteurs du premier 
degré qu'il y a d'unités dans l'exposant n de son degré. 
L*équatioQ 

X* -f- P^^*^ + etc. :;= o ; 

pourra donc se vérifier de n manières , savoir : en faisant 
X— a=o , ou X— i;=ô , ou x — c=o , ou x— c£=o , 
on enfin x— /=o. 

Il faut bien remarquer que ces équations ne dosent 
être regardées comme vraies qu'alternativement, et qu'on 
tomberait dans des contradictions manifestes , si l'on 
supposait qu^elIes aient lieu en même temps. £n effet , 
de X— a=o, on tire x = a, tandis que x— 6 = 
conduit à X = i , conséquences qui ne peuvent s'accor- 
der lorsque a et i sont des quantités înégales. 

j8a. Le premier membre de l'équation proposée, 
x" + Px*"~* + etc. =^0 , 
étant décomposé en n facteurs du premier degré, 
af— /ttj Jt—b^ X— c, x — d, x^^l, 
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ne -aurait être divisible par aucune autre exprcSMOiide 
ce cU-gié. En elFet , si la division , par un binôme x-^^ct^ 
difTérent des premiers, était possible , on aurait 

x'*+Px»-» + etc.=:(a:— «) (x"-» +/7x"-* +etc.) 

et par conséquent 

(x — a) (x — A) (x — c) (x — d) (a;-»-/) 

= (x — et) (x"-*+/7a;"-* + etc.); 

mais le premier membre de cette équation s' évanouissant 
lorsque a7 = a, il en doit être de même du second, qui, 
dans cette hypothèse , devient 

( a — a ) ( û"-» -|- ;7a«-* -f etc. ) ; 

et comme a et a sont supposés inégaux , le premier fac- 
teur a — et n'est pas nul : c*est donc le facteur 

^nr-i ^ pû«-a -f- etc. 

qui doit le devenir ; ainsi la quantité a est nécessairement 
racine de T équation 

x»-» -f- px"~* -f- etc. = o 

Il suit de là que son premier membre est divisible par 
X — a, et que 

r «-» + px"-^ + etc . = (x — a) (x'»-* + px"""^ + etc ), 
d'où il résulte que 

(x — û)(x— Z>) (x — c) (x — d) (x — Z) 

= (j7— :6) (x— a)(x«-*+p'x«-3-(-.etc.) 

Divisant les deux membres de cette équation par x — a, 
mi en déduira 

(x— i) (x^— c) (x— rf) (a;—/) 

= (x— a) (x«-*+p'x"-« + etc. ). 

Oo, prouvera comme plus haut que le second facteur. 
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du second membre, doit ch'c divisible par Xj — &, ce 
qui réduira réquation ci-dessus à 

(a; — c) (jc — d) (a: — /) 

=lx—tt) (x''-^ + p" a:"-4 4- etc. ) 

En contitiuant ainsi, on ôtera successivement du pre- 
mier membre et du second (/i — i ) facteurs : il ne res- 
tera dans Tun que x— /, et dans l'autre, que x — a: 
on en conclura donc 

a:— /=j:«— * ou l-z^ct. 

Il suit de ce qui précède , qu'une équation d'un de-- 
gré quelconque ne peut admettre plus de diviseurs bi- 
nômes du premier degré , qu'il n*y a d'unités dans l'ex- 
posant de son degré , et qu'elle ne peut avoir par con- 
séquent un plus grand nombre de racines. 

i83. En regardant mie équation comme le produit 
d*un nombre de facteurs 

x— a, 07— A, X — c, X— rf, etc. 

égal à l'exposant de son degré, elle prendra la forma 
du produit indiqué dans le n° i35, avec cette mo- 
dification que les termes seront alternativement po- 
sitifs et négatifs. 

Si l'on se borne à quatre facteurs, par exemple, oh 
aura 

x^ — ax^-i-aba^'^abcx'}'abcd=.Q 

— ix^-f"û^^ — o-bdx 

, — cc(?'\-adoc^ — acdx 

— dx^-f"Acx* — bcdx 

+ bdx'' 

-^-cdx^ 

Les seconds termes des binômes cc — a, x — b, x — c,etc. 
étant les racines de Téqualion , prises avec un signe con- 
traire, les propriétés remarquées dans le n' i35^et 
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prouvées en général dans le n"* i36^ âilront lieu poiil' 
le cas actuel de la manière suivante : 

Le coefficient du second terme , pris avec un signe 
contraire, sera la somme des racines •• 

Le coefficient du troisième terme sera la somme des 
produits des racines multipliées deux à deux .* 

Lie coefficient du quatrième ternie , pris avec un sis!;nê 
contraire , sera la somme des produits des racines 
multipliées trois à trois ^ et ainsi de suite , en observant 
de changer le signe des coefficiens des termes de rang 
pair. 

Le dernier terme , soumis comme les autres à cette loi, 
sera le produit de toutes lès racines. 

En égalant, par exemple^ à zéro le produit des troii 
facteurs 

x—5, x+4,x+5, 

on formera Téquation 

a:3-faa:*— a3x— 60=0, 
dont les racines seront 

+ 5, _4,.._3: 
on aura , pour leur somme , 

5 — 4 — 3=— a ; 
pour celle de leurs produits a à a 

+5X— 4-f5x— 3— 4X— 3=— ao— i5+ia=— a3, 

et pour le produit des 3 , 

+ 5X— 4X— 3==So. 

G*65t aussi ce qu*on déduirait des coefficiens a"^ -— sl5 , 
— 60 , en changeant le signe de ceux du second et ^u 
quatrième terme. 
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SI on égale à zéro le produit des facteur» 

X — a, X — 3eta: + 5^ 

l'équatioa résultante 

x*— i9x + 3o=o , 

li*a7ant point de terme affecté de x* , puissance immé<- 
diatement inférieure à celle du premier terme , manque 
de second terme ^ et cela parce que la somme des ra« 
cines , qui , prise avec un signe contraire , forme It 
coefficient de ce terme ^ est ici 

a + 3-5, 

eu zéro, ou en d'autres termes y parce que la somme des 
moines positives est égale à celle des négatives ('^). 

■ ■ ' ■ 

(*) On'pMirritit croire que poitr dëcotttrir les racmet d'une ëqiia» 
"lion c{tt(Scûiic[t]e du qmtrième degré 

fl toffirâît de la comparer arec le produit du tminéro i83, en obser* 
tant d'égaler les quantités qni multiplient dantrùn et dans Tautrey 
les mêmes puissances de ar; et c'est par Ih que la plupart des auteurs 
élémentaires pensent démontrer qu^u/M équation d'un degré quel" 
connue en le produis d'auimni defaeteure wlmpUi qu^ily a «T unité» 
dan» texpo9ant de ton degré : on Terra par ce qui suit que leur rai> 
sonnement est fautif. Je n'ai conclu cette proposition que con- 
ditionnellement dans le numéro i8a , parce q^a'il faudrait, pour l'af- 
firmer positivement , montrer qu'une équation d'un degré qnelconqu€ 
a une racine, soit réelle , soit imaginaire , ce qui ne paraît pas facile 
à faire dans les élémens ^ et ce qui heureusement n'est pas nécessaire 
'ftloTS : on peut d'atlieurs yoir dans le ComplémmtUs réilczions que 
f ai rapportées à ee -ftAJét. 

Ea formant les éqoationa 

»h + ae ^•d+te-^hd'^edzz f 
-"^ahe^-a èd ' 'aed^-^bcd^^ r 

•bcd =: t 

rir en tirer les Taleors des lettres a, ^, c, éi qui seraient les racSata 
l'équation proposée, lecalaul serait fortcoBpliquéySion'Tonlait 
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184. Quand on considère une équation comme for- 
mée du produit de plusieurs facteurs simples, ou du 



employer à ^a détermination des inconnues a , h, c, d, le procédé 
du nume'ro 78; mais si on multiplie la première dos équations ci- 
dessus par «3, la seconde par a', la troisième par a, et qu'on ajoute 
CCS trois produits arec la quatrième, membre à membre, on aura 

d^oii ou conclut, par une simple transposition , 

« ♦ -4- ;» a' 4- 9 û' -4- r a 4- * = o^ 

Cette équation nç contient plus que a, mais elle est entièrement sem- 
blable à la proposée : la difficulté d'obtenir a est donc la même que 
celle d'obtenir x. 

Ainsi, comme Ta dit Castillon (Mém. de Berlin, année 1789): 
•c On prouve bien dans toutes les Algèbres, que par le produit de plu- 
i> sieurs binômes simples on forme une équation de tel degré qu'on 
» veut, mais on n'a pas fait voir qu'une équation formée par la 
M multiplication de plusieurs binômes simples, peut avoir tels codir 
M ciens qu'on veut, u 

Si, au lieu de multiplier les trois premières équations en a, 6, c, J, 
|>ar a'*, a^ et a y respectivement, on les multipliait par ^3^ ^' etft, ou 
par c3, c"*, c, ou par d^, d^, d , et qu'on ajout&t encore les produit! 
k la quatrième , on aurait , dans le premier cas , 

dans le second, 

— c< =z ;><;5 4- ^ c' + rc + i, 

dans le troisième , 

(l^oii il suit qu'on est conduit à la même équation , soit pour avoir <» 
suit pour avoir ^, etc. En effet, les quantités a, b,c, «^ (ûtant toutflf 
disposées de la même manière dans clraque équation , il n'y a pas de 
raison pour que Tune soit déterminée par aucune opération diCTérenti , 
de celles qui déterminent l'autre ^ et en général, si, dans la re- 
clierche de plusieurs quantités inconnues , ott est obligé d'employer 
pour chacune les mêmes raisonnemens , les mêmes opérations et les 
mêmes quantités connues , toutes ces quantités seront nécessairt- 
meut racines d^unc miàme équation. 

premier 
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premier degré, on prouve (i8î?) qu'elle n'en peut avoir 
qu'un nombre marqué par l'exposant Jide son degré'; 
mais si l'on combine ces facteurs deux à deux , on for- 
mera des quantités du second degré , qui seront aussi 
facteurs de l'équation proposée , et dont le nombre ser^ 
exprimé par 

Par exemple , le premier membre dei Féquatioii 
a:* — ax^-f-û^^ — abcx'{'abcdz=iç^ 

^^dx^-^bcocf^^^bcdx 

citant le produit de 

(x-^) X (x^b) X (,oc—c') X (po^i' 

peut se décomposer en facteurs du second degré , dei^^ 
iix manières suivantes : 

ix—a) (^x—b) XX^-r-c} (a:— d) 
(x—a) (x—c) X ix—b) X^x—d) , . 
(x— a) (;c-.d) X"'(^— ^') (^— c) 
ix^b) Ix—c) X (^— a) (^— rf) . 
(x—b) (x—d) X^ (x—a) (x— c) 
(x— c) (x— y)' X (x—a) (x— i)' =^- • 

et il en résulte quSine éqvijitJf^jjL du quatrième degrépeut. 
avoir six diviseurs du.seppnd, i . -, 

En combinant les facteurs simples trois à trois, on 
fomKra les diviseurs . di^ tfoièième degré de la pro-* 
posée ; pour une équation du degré n , le nomlïre en, 
lera .» 

£lém d'Algèbre. 7* édition. R 
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n(/i— i) (n^fl) 
1 . fl . 3 
€t ainsi de suite. 

De ^élimination entre les équations des degrés supé-^ 

rieurs au premier. 

i85. La règle du n* 78, oii le procédé du n' 84, 
suffit toujours pour éliminer entre deux équations , une 
inconnue qui n*y passe pas le premier degré , quel 
que soit d* ailleurs celui des autres inconnues ; et lors 
même que Finconnue ne serait au premier degré que 
dans l'une des équations proposées^ la règle du n* 78 
êy appliquerait encore. 

Si Ton a^ par exemple , les équations 

ex* + bxy +cy=m* 
a^-{- 3cy=n* , 

Qiï prendradaioâ la seconde la valeur dey , qui sera 

71* — or» ' 



r f 



X 



en substituant cette valeur et son quarré , à la place 
de^ et de V* dan? la première équation , on obtiendra 
un résultatpn x seulement. 

18G. Si Jies^ équations proposées étaient toutes deux 
du second Slç^é, par rapporta Tune etàTfutre des 
inconnues ,^^n ne pourrait appjiquer la méthode pré- 
cédente qu^en résolvant une des éijuations^' aoit par 
rapport i rfc ; soit par rapport ky. 

Soient^ par exemple y les équations 



' '# •• » - 



la seconde donne 

y — 'it Vn^—^\ 
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•ubstituant dans la première, cette valeur (Te y et sou 
qoarré , on obtiendra 

acc^ ±. bx y/n^ — x'' + c(n*— a;*) = 7n». 

L'objet proposé semble rempli, puisque ce résultat 
ne contient plus l'inconnue j^ ; mais on nt peut résoudre 
réqnation en x , sans la ramener à une forme ration- 
nelle 9 en faisant disparaître le radical où l'inconnue se 
trouve engagée. 

n est facile de voir que si le radical était seul dans 
un membre , on le ferait disparaître en élevant ce mem- 
bre au quarré ; en réunissant donc , par la transposition 

des termes :±.bx v//i*— x* et m*, tous les termes ra- 
tionnels dans un seul membre , on aura 

aa^ -f- 0(71* — a:») — m^'^zl^bx ^/Î^ZIP , 

et prenant le quarré de chaque membre , on formera 
l'équation 

-f-îiacx*(7»»— 07*)— 2am*x*— acm*(7i»— x*)J ^ :^> 

qui ne contient plus de radical. 

Le procédé qu'on vient d'employer pour faire dis- 
paraître le radical , doit être; remarqué , parce qu'on a • 
souvent occasion de s'en servir ; il donsiste à isoler le 
radical qu'on veutfairç disparaître, et ensuite à élever 
les deux membres de V équation proposée à la puis-^ 
sance marquée par le degré de ce radical. 

187. L'emploi de ce procédé , qui devient très-com- 
pliqué lorsqu'il y a plusieurs radicaux , joint à la dif- 
ficiâté de résoudre l'une des équations proposées , par 
rapport à l'une des inconnues , difficulté qui est sou- 
vent insurmontable dans l'état actuel de 1 Algèbre , a 
fait chercher ùnè méthode au mpyen de laquelle ou 
pût opérer s^na cela l'élioûnation ; ensorte que la 
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résolution des équations fût la dernière des opérations 
qu'exige la solution des problèmes. 

Pour rendre les calculs plus faciles , on met les équa- ^ 
lions à deux inconnues sous la forme d*équations à 
une seule, en ne laissant en évidence que celle qu'on 
veut éliminer. Si on avait , par exemple , 

en transposerait tous les termes danS un seul membre ; 
«n ordonnant par rapport à a: , il viendrait 

X* + ( ûy -f- i) a? — cy* — rfy— e = 0> 

!it faisant pour abréger, 

on aurait 

x* + Px+ Ç = o. 

L'équation générale du degré m à deux inconnues- 
doit contenir toutes les puissances de a: et de ^ , qui ne 
passent pas ce degré , ainsi que les produits dans les- 
quels la somme des exposans de a? et de j^ ne s'élève 
pas au-delà de m ; on peut donc représenter ainsi 
l'équation générf»le du degré m, à deux inconnues: 

On ne donne point de coefficient à x^ dans cette 
équation ,; parère qu'on peut toujours , par la division , dé* 
gager de son multiplicateur tel terme qu'on veut d'une 
équation ; et si l'on fait 
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ré(|uation ci-dessus prendra la forme 

t^+Px^-' + Ça:«-^-f./ir'«-3 + Tx+ l/=o. 

i88. Il est bon de remarquer que rélimination de x 
entre deux équations du second degré , 

peut » elFectuer immédiatement en retranchant la se- 
conde équation de la première. Cette opération donna 

d'où 

P — P" 

substituant cette valeur dans l'une des deux équation* 
proposées , la première , par exemple , on trouvera 

( i> p/y P — P' + V — ° ' 

faisant disparaitce les dénominateurs , on aura 

XQ-Q'y-PiP-p') (ç-ç') +QiP-py^o', 

enfin , développant le» deux derniers termes , et ré- 
duisant 

n ne restera plus qu*à substituer pour P , Ç , P' et Q\ 

les valeurs particulières au cas qu'on examine (^y. 

^— — I II I ■ . ■ — • — ■ ■ ■ 

(*) On donne quelquefois pour iflimmer une inconnue entre deux 

épations de degréssupcricurs, un procédé que je Tais appliquer atut 

fuivante»: . . , 

JV *' -f- P «' 4- Ç «ijf-ilrza 

Sa muUip^iatit fa première par J^, la seconde par iV, et retràndhinl 
le second produit du premier , comme dans le nume'ro 84 > i^ 
tiendra 

JjrP- irP')«'4.(Jf'Ç-JVÇ')« + A'/^-iV«'=: o (a). 

R 3 
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189. Avant de passer à des équations 011 riocoQniie 
X, qu*il faut éliminer, s'élève au-delà du second àen 
gré ^ je vais montrer comment on reconnaît que la 
valeur de Tune quelconque des inconnueà satisfait en 
même temps aux deux équations. Afin de mieux fixer 
les idées, je prendrai un exemple particulier; mais 
le raisonnement n*en sera pas moins général. 

Soient les équations 

or' -f-3x*j^+3ary— 98=0 (1) 

af''j'4^y — ^y*— ^ 10 = (2) 

que je supposerai données par une question d'aprèf 
laquelle on doit avoir ^ = 3. 

Pour- vérifier cette dernière assertion, il faut d'abord 
èubstitùér 3 à la place dejr , dans les équations pro- 
posées , ce qui donne 

^ + 9^ + a7x— ^8=0 (a) 

07*+ 12X— a8 = o (b) 

équations qui doivent admettre la même valeur de or , ai 
celle qu'on a assignée pour j^ est vraie. Si Ton désigne la 

- - - -1- - i- ■ I - - — — ^1 II - — ~^- 

Multipliant encore la première des équations proposées par A', la 
geconde par A» et retranchant le second produit du premier, on 
trouvera 

divisant tout par x , on obtiendra 

{R^ir^RI9^):r'-^(BfP'-RPf)x'^R'Q — RQ^=:o (b): 
on aura donc^ à la place des équations propose^, deux équations, 
(a} et (b), du second degrë seulement ^ par rapport à «. Si on les 
représente par 

ec qu^on les traite comme les deux proposées , on en déduira facile* 
ment deux équations diT premier degré, par rapport à m. Je n'en 
^Uralpas davantage sur un procédé absolument incomplet , qui ne 
donne aucune lumière sur la manière dont plusieurs équations 
peuvent s'accorder entr'cUes , et sur la détcrmioation et rincennuc 
éliminée. 
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valeur de op par tf , il faudra , en vertu cb ce qui a été 
prouvé numéro 179 , que l'équation (a) et Téquation (b) 
soient divisibles Tune et Vautre par x— «; eUes au- 
ront donc un diviseur commun dont a?—* doit faire 
partie ; et en effet , on trouve pour ce commun diviseur 
X— a (48) :on a donc «=2. Ainsi, la valeur jf= 5 
convient à la question, et correspond à aî=a. 

S'il restait quelque doute que le commun diviseur des 
équations (a) et (b) dût donner la valeur de x , on le lè- 
verait en observant que ces équations reviennent a 

(x+i4) (x— fl)=o, 

d*où il est visible qu'elles sont satisfaites lorsque Ton y 
met â pour x. 

190. Le moyen que je viens d'indiquer pour trouver 
la valeur de x, quand celle àt y est connue, peut 
s'appliquer immédiatement à l'élimination. 

Puisque les équations (1) et (2) acquièrent, lorsque jr 
est déterminé conformément à la nature de la question, 
un diviseur commun qu'elles n'avaient pas auparavant , 
il n'y a qu'à chercher la condition d'où dépend l'exis- 
tence de ce diviseur. Pour cela , il faudra opérer sur les 
équations proposées , comme on ferait pour trouver le 
diviseur commun , s'il estait (48) ; et lorsqu'on sera 
parvenu à un reste indépendant de x , en l'égalant à 
zéro, on exprimera la condition demandée , que doivent 
remplir les valeurs de y , pour que les deux équation» 
données puissent admettre en même temps une même 
valeur pour x. L'équation formée ainsi sera \ équation 
finale de la question proposée. 

Le tableau ci-joint contient les détails de l'opération 
relative aux équations , 

X» + 3x*j^ + 3xy»— 98 = o 

x*-|-4ry — ^y^ — ic=o , 
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qui m'ont occupé dans le numéro précédent : on 
trouve pour le^ dernier divia^eur^ 

(gy + 10) X — àf — loy — 98 ; 

et le reste étant égalé à zéro , donne 

.■■•■* ' 

43y + 345)^. — 1 960^ + 75oy — 294oy — 4^2 = c , 

équation qui admet, outre la valeur y ="5 indiquée 
ci--dessus , toutes les autres valeurs de y dont la ques- 
tion proposée est susceptible. 

191. Lorsqu'on a obtenu une valeur de ^ dans l'équa- 
tion finale ,, pour parvenir à celle de x , il faut substi- 
tuer la première dans Tavaiit-dernier reste , qui devient 
diviseur commun des deux équations proposL^es. Sa- 
chant, par exemple 4 que j^=3, on mettra ce nombre 
dans la quantité 

(9y*4.io)ar— a/— lOj^ — 98, 

qu'on égalera ensuite à zéro^ et il viendra l'équation du 
premier degré 

91a:— i8a=o Où a:=îî. 

îl pourrait arriver que la valeur de y rendît nul de 
lui-même l'avant-demier reste ; ce serait alors le reste 
précédent, oti celui dans lequel x entre au second de- 
gré , qui serait le diviseur commun des deux équations 
proposées. En y mettant la valeur de y, et l'égalant 
ensuite à zéro , on aurait une équation du second degré 
en X seul , dont les deux valeurs correspondraient à la 
valeur côilntife àey. Si cette valeur rendait encore nul 
le reste du second degré, il faudrait recourir au pré- 
cédent, où or monterait au troisième degré ^ parce 
qu'il serait , d^s ce cas , le diviseur commun des deux 
équations proposées ; et la valeur de y correspondrait à 
trois valeurs de x. En général , 11 faudra remonter jus- 
qu'à un reste qui né f'anéantisge point par la substitution 
de la valeur à%y i 
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r 

îl peut encore arriver qu*on ne trouve pas de reste , 
ou bien que le reste ne renferme que deâ quantité» 
connues. 

Dans le premier cas ^ les deux équations ont un divi- 
seur commun sans aucune détermination de y \ elles 
tout donc de la forme 

T) étant le diviseur commun. Il est visible qu'on satisfait 
à toutes deux en même temps , en faisant d*abord Z>=o ; 
«t cette équation déterminera Tune des inconnues par 
Tautre , quand le facteur D les contiendra toutes deux; 
mais s'iln'en renferme qu'une , celle-ci sera déterminée, 
et l'autre restera entièrement indéterminée. Si on fait 
ensuite 

P=o, Ç=o, 

conjointement, on se procurera encore deux équations 
qui pourront fournir des solutions déterminées de la 
question proposée. 

Soit, par exemple, 

(ax + iy — c) (mx+Tiy — d) = o, 

{a^x-^Vy — c') ( mx. + Tiy — c? ) = o ; 

en supposant d'abord nul le second facteur , commu» 

aux deux équations , on n'aura , entre les inconnues x 

itty^ que la seule équation 

moû + ny — J= o ; 

et sous ce point de vue , la question sera indéterminée : 
tnais en supprimant ce facteur, on tombera sur lei 
équations 

ar + iy — c=o, d x-\'Vy — c' = c, 

on flx + iy = c, c!x'\-b' y=c \ 

et dans ce sens , la question sera déterminée , puisqu'on 
aura autant d'équations que d'inconnues. . 

Dans le cas où 1« reste ne contient que des quan- 



tités donnée» , les deux équations proposées sont con- 
tradictoires ; car le diviseur commun qui établit leur 
existence simultanée , ne peut avoir lieu que par une 
condition qu'il est impossible de remplir , puisqu'elle 
tombe sur des quantités données , et qu'elle présente 
un résultat absurde. Ce cas se rapporte à ce qu'on a vu 
n° 68 pour les équations du premier degré. 

193. Tout ce que ye viens de dire s'applique évi- 
demment à deux équations quelconques , 

x« + Pjc"^» + Çx^* -f /Ix"'-^ +Tr+ V=o, 

x" + P' JC»-» + Q'x«^^ + il' x«-3 ...+rx + Z'=o, 

où la seconde inconnue j^ est enveloppée dans les coef- 
fieiensP, Ç, etc. P\ Q', etc. On opérerait comme 
pour trouver le plus grand commun diviseur de leur$ 
premiers membres; on égalerait à zéro le reste indé- 
pendant de X : ce serait l'équatîon finale en ^ , et l'on 
remonterait aux restes précédens potu: avoir le diviseur 
commun qui doit donner x. 

Il faut soigneusement écarter tous les facteurs com- 
muns qui pourraient s'introduire par les multiplica- 
tion» qu'on effectue dans la vue de rendre le premier 
terme de l'un des polynômes , divisible par le premier 
terme de l'autre ; sans cette précaution, on parvien- 
drait à un résultat plus compliqué que ne doit l'être 
celui qu'on cherche. Quand on a l'attention de n'em- 
ployer pour ces multiplications que les facteurs les plus 
simples , il n'est pas à craindre que l'équation finale en 
soit altérée. Si on en doutait, il suffirait, pour s'en 
convaincre^ d'omettre ces opérations subsidiaires; alors 
les coefficiens des diverses puissances de x dans chaque 
terme du quotient , seraient des fractions , ainsi que 
les différens termes du reste ; maïs en réduisant ceux- 
ci au même dénominateur, il viendrait pour numéra- 
teur le même résultat que donne le procédé ordinaire. 
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ce qui conduirait parcooséquent à la même équation 
finale (*). 

193. Euler, au lieu de chercher le diviseur commun 
par la méthode ordinaire, emploie un procédé plut 
commode , et que ce qui suit fera suffisamment con- 
naître. 

Soient les deux équations 

x^ + Px^+ Qx -1-/1 = 0, 

en représentant par x — et le facteur qui doit être com- 
mim à Tune et à l'autre , on pourra considérer la pre- 
mière comme le produit de x — ce , par le facteur du 
deuxième degré, x*-|-px + <7, et la seconde comme le 
produit de x — a, parle facteur du troisième degré » 
x^-f pV+i/'x + r , p et </, p', q' et /, étant det 
coelficiens indéterminés : on aura donc 

x^+Pa^^Qx+R={x—ùr)(af+px-^q) , 
xi+P'a^+(;yx^+R'x+S'=z^x^XaP+p'cc^+q'x+/y. 

En éliminant le binôme ( j;— a) comme une inconnue 
au premier degré (84) , on trouvera 

{j^ + Poc^^Qx + R) (x^-^p'x^ + q'x + r")^ 
Ix^ + P'x^+Q'x'^R'x + S') (^x^+px + q). 



(*) n suit de ce qni précède qoe la reclierche de IVqaatîon fiuaf* 
tîree de deux cqnations h deux inconnues y est, en genëral, un pro- 
blème de'temyné; mais la même équation finale peut rëpondre à 
u!^e infinité de systèmes dVqnations h deux inconnues. En renver- 
sant le procédé par lequel on obtient le plus grand commun di- 
viseur de denx quantités, il serait extrêmement facile de former il 
volonté ces systèmes ; mais cette question a trop peu d'usage dans 
les Mathématiques élémentaires, pour s'j arrêter ici, et pour s^ap- 
pesantir fur les remarques minutieuses auxquelles elle pourrait 
donner lieu. Ce sont de oes objets qu'il faut laisser à la sagacité 
des lecteurs inteili«;ens, qoi ne manquent jamais de les trouver d'yeux-*' 
ravMicfti^ si quelque circonstance tenr «t fait sentir Is besoin.- 
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Ce résultat doit se vérifier sans qu'il soit besoin d'as- 
signer à X aucune valeur particulière *, c'est ce qui ne 
^ peut arrivjsr , à moins que le premier membre ne soit 
composé des mêmes termes que le second; il faudra 
dpnc, ^près avoir effectué les multiplications indiquées, 
égaler entr'eux les coelficiens que chaque puissance de 
X aura dans les deux membres , et on obtiendra ainsi 
les équations suivantes : 

p+p'=P'+p Rp'+Qcf+Pr'=S' +R'p+^''^ 

Ji+Qp' ^Pq'^/=R'+Q'p+P'q Rj'^S'q 

Comme ces équations sont au nôfnbre de six , et qu'elles 
ne renferment que cinq quantités indéterminées ; savoir 
P i ^ i P> ^' ^^ ^ y *^" pourra chasser ces quantités qui 
ne montent qu'au premier degré, et arriver à une 
équation qui ne renfermera plus que les quantités 
P, Q,R;P^, Q'yR! y et y, et sera par conséquent 

l'équation finale en y (*)- 

Il ■ . ^ ■ ^ ■ _ ■ , ■ . ■ ■ — 

(^) La mcthodc d^Eukr exposée ici revient h multiplier cïhaciiiif 
des e'qaations propose'es par un facteur dont les coefficicns soient 
indctcrmine's , à égaler les produits , et à disposer des coefficiens de 
manière que les termes aifectc's de l'inconnue x se détruisent entr'eul 
C'est ainsi qu'il Ta présentée dans son Introduction à l'analyse des 
nfinis. Là, h désignant l'exposant dti degré des produits, celui 
des facteurs se trouve A — i» pour l'équation dd degré wt , et 
h — n pour celle du degré n. Le premier terme de chacun de ce* 
facteurs ayant l'unité pour coefficient , l'un contient k — m coeffîcien 
indéterminés, et l'autre J^— n. La somme des produits renferme ùa 
nombre h de termes aiTcctés de x\ mais il n'en faih détruire que 
A-^ I , parce que celui qui contient la plus liaute puissance àexy 
a'évanouit par lui-même. Il suit de là que le nombre total i k — m—n 
des coefficiens indéterminés doit être égal à A — i , et que par consé- 
quent A3Ziw4-n — i:on doit donc multiplier iVquation du degré m 
par un facteur du degré n — i , celle du degré n par un facteur du 
degré m — i , et égaler les produits terme à terme, règle scmblabif 
i\ celle qu'on donne dans le icxlo. Il est bon de remarquer que cette 
prcmièrti métbods d'£uler contient le gcrniK de cdie que B^iout * 
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194. Soient d'abord pour exemple les équations 

tes facteurs qui multiplient x — u, seront ici du premier 
degré , ou x +p et x +p' seulement : on aura donc 
«=0, il' = o, 5' = o, 9=0, q'=o, r'=o, 
^t il viendra 

p+j/ ^f+p i f p-j/ -p-p' 

Q+P,/=:Q'+P'p ) ou \P'p-Pp'=zQ-Qf. 
QP'=Q'P S (Q'p-.Q/=o. 

On tirera des deux premières équations , 

(P-P')P-(^Ç-Q') 
P — p p' » 

Substituant dans la troisième, il en résultera 
^p_/>y Ç'/>_ ( Ç_ Q^) Q'={P-P')P' Q(.- Q- Q') Q, 

ou. {P-P') iPQ'-Çn + (Q-QT=9. 

Maintenant il faut diviser l'équation x* + Px -f- Q 

par le facteur supposé x + p , afin d'avoir au quotient 

Je facteur x — a, qui doit être commun aux deux 

équations proposées , et qui étant égalé à zéro , donne 

la valeur de x représentée par a. En effectuant cette 

division , on négligera le reste , qui est précisément 

r équation Gnale en y : on aura pour quotient x^j-'P^^p, 

d'où on tirera 

xz=p — P ; 

tt raettaiît pour p sa valeur trouvée ci-dessus , il en 
résultera 

^- Q-Q' 
p—p'' 

igBi Afin de donner au lecteur l'occasion de s'exercer 

f ' • • . 

4^eloppëe d'une manière si longue ct'si pçoiblc dans sa Théorie des 
. Cuuaûons. 
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î^indiquerai les calculs à faîrfi pour éliminer x entre 
les deux équations 

Dans ce cas ^ on aura 

5^ = 0, / = o(i93), 
et viendra ces cinq équations : 

p+p' =p' +p, 

Q + Pp' + q' =Ç' +p'p + ^, 

Rp'+Q<f=R'p+<y(l, 

Rtf-R'q, 
Auxquelles je donnerai la forme suivante : 

P^p^Ppf+ q-q' =Q,-Q\ 
Q'p—Qj/ + P'q —P(f=R^fi!^ 
B!p^Rp' + (^q-Qq'=o, 

Rq—Rq'=o. 

On pourrait , par les règles du n* 88 , tirer immé- 
diatement de quatre quelconques de ces équations , lei 
valeurs des inconnues p y p\ qeX q^ \ mais la simplicité 
de la première et de la dernière de ces mêmes équations , 
permet d'arriver plus promptement au résultat. Je fais, 
pour abréger , 

et je déduis ensuite de la première et de la* dernière 

des équations proposées , 

/ f Rq ^ 

p=e—p, qf=-^\ * 

puis, substituant dans les trois autres et faisant dispa- 
raître le dénominateur R , il vient 

(P+P')/^ + ( fl — Zf ) <7 = R (Pe+e'). . ..(a) , 

(Q+Ç') Rp -h iRP' - PÏÏ) q=R (Qe+e*) . . . (b) , 
(«+«') 2Î^ 4- (iîÇ'— Çfl') <7 = fl»e . . . • (c) . 
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Si maintenant on tire des équations (a) et (b) le« 
valeurs de p et de q (88) , et qu'on y supprime le fac- 
teur R qui sera commua aux numérateurs et au dénoi- 
minateur , on aura 

_ (/>g-f /), {Riy^PR') — jR—K) jQe+e") 
^ ~ (P -H P) ÇRP'—PR) — ÇR—R) {Q+Çy) ' 

^ ~ZP+FJ(RP^PR') — {R—Rf) «?+(/) ' 

mettant ces valeurs dans l'équation (c) , on obtiendra 
une équation finYile , divisible par R et se réduisant à 

(/î+/iO[(P«+eO {RP^-PR)-^R-R'XQe+e')-] 
+^RQ'^QRXiP+P^) (Çe+eO-(P«+eO ((>+(/)] 

où il ne reste plus qu'à remplacer les lettres e, €^^9" 
par les quantités qu'elles désignent. 

196. Si on avait entre les trois inconnues Xyy et z, 
un pareilnombre d'équations désignéespar (1), (a) et (3),, 
et qu'on voulût déterminer ces inconnues , on pourrait 
combiner, par exemple > l'équation (1) avec (2) et avec 
(3) , pour éliminer x , et chasser ensuite y des deux ré- 
sultats qu'on aurait obtenus ; mais il faut observer que , 
par cette élimination successive , les trois équations pro- 
posées ne concourent pas de la même manière à former 
l'équation finale : l'équation (1) est employée deux fois, 
tandis que (2) et (3) ne le sont qu'une, et il arrive de là 
quj& le résultat auquel on parvient est compliqué d'un 
facteur étranger à la question (84). Bezout, dans sa Théo^ 
rie des Equations , a fait usage d'une méthode qui n'est 
point sujette à cet inconvénient, et par laquelle il prouve 
que le degré de t'équationfinale, résultante de l'élimina^ 
tion entre unnornbre quelconque d'équations complètes , 
renfermant un pareil nomire d* inconnues et de degrés 
^uekonquçs, est égal au produit des exposons qui mar-r 
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quent le degré de ces équations, M. Poisson , professeur 
àVEcole polytechnique, a donné de la même proposition, 
une démonstration plus directe et plus courte que celle 
de Bezout : les.notions préliminaires qu'elle exige ne me 
permettent pas de Texposerici; mais on la trouvera 
dans le Complément. 

De la recherche des racines comm^nsurables , et des 
racines égales des équations numériques. \ 

197. Après avoir fait connmtre les principales pro- 
priétés des équations algébriques ^ et la manière d'en 
éliminer les inconnues , lorsqu'il y en a plusieurs , je 
vaism'occuperde la résolution numérique des équations 
à une seule inconnue , c'est-à-dire , de la recherche de 
leurs racines , lorsque leurs coefiioiens sont exprimés 
en nombres (*) . 

Je commencerai par montrer que quand l'équation 
proposée n'a pour coefficiens que des nombres entiers , 
et que celui de son premier terme est l'unité , ses ror- 
cines réelles ne sauraient s'exprimer par des fractions , 
et ne peuvent être par conséquent que des nombres el^- 
tiers , ou des nombres incommensurables.. 

Pour le prouver, soit l'équation 

x» + Pa:«-* + Qx«-* ^Tx+U=zo, 

dans laquelle on substitue une fraction irréductible 

7 à la place de x ; elle deviendra 

(*) On n'*a point , pour les degrés supc'ricurs au quatrième , de 
resolution gcne'rale j il n'y a même , à proprement paiier , que celle 
des équations du second degré, que Ton puisse regarder comme coue*, 
plète. Les expressions des racines des équations du troisième et da 
quatrième degré sont fort compliquées, sujettes h des exceptions^ 
et beaucoup moins commodes dans la pratique, que les procédés que 
}& vais donner^ on les trotgrera^d'aiJleiUB 'dao9 k Complémcui. 

et 
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et en réduisant tous ses termes au même dénominateur^ 
on aura 

ce qui revient à 

Le premier membre de cette dernière équation est 
iprmé de deux parties entières, dont l'une est divisible 
par b, et l'autre ne l'est pas (^8) , puisqu'on suppose la' 

fraction T réduite à sa plus simple expression ^ ou que u 

€t b n'ont aucun diviseur conmiun ; l'une de ces partieà 
ne peut donc détruire l'autre. 

198. C'est d'après cette remarque qu'on a reconnu 
l'utilité de faire dispai^tre lesfraction^ d'une équation^ 
ou de rendre ses coei&ciens eûtierQ.^ mais de manière 
néanmoins que le premier terme n'en acquière point- 
d'autre que Tunité ; et l'on y parvient en faisant l* in- 
connue proposée égale à une. nouvelle inconnue divisée 
par le produit de tous les dénominateurs de l'équation ^ 
pui» en réduisant tous les termes au niême dénomina- 
teur^ par le procédé du n® Sa. 

Soit' pour exeiaple 'l'équation ' 

« \ ajf' , bx . c 
» ■ TU ' n- ■ p : ••• - 

en pi^endf a * =:i — »2- — , etmettant cette expression de x * 
^ . mn p ^ 

dans l'équation proposée , on obtiendra 

m^n^fP w?n^j^ mvi^ p p f 

le diviseur du premier terme contenant tous les facteurs 
des autres di^^urs^ on multiplie par ce diviseur, et on 

f^lém. d* Algèbre. T ^ition, « 



\ 



réduit chaque terme à sa plus simple expression : os 
trouve alors 

Quand les dénominateurs m , n, p , ont des divi- 
seurs cônimuns , Q ne faut alors diviser'^ que par le 
plus petit nombre qui puisse se divisa, en même temps 
par tousies dénominateurs. Ces simplifioatLons sdnt trop 
faciles à appercevoir , pour qu'il soit besoin tie; 9 y- ar- 
rêter; je me bornerai seulement à faire observer que si 

ttfus 1«^ tfênomiûkteurs ii)i&tLt égj^èim;^ siifiitâtt de 
faire ii=^. 

L* équation proposée , qui serait alors 
deviendrsiît ;:::.:. .;. > . 

•t rôn'^àWaît ' •--'-• 

y+ûy+^'?^+'»*<?==Q. . • \. i 

Il est visible que ropècation'ci'-^iessfis. jreyient^à 
multiplier toutes les racines de la proposée par le 

nombre m , ptdsqûe oc = ^ donhSy étimx» 



m 



1 ^ » )3M[aiBtenant ^puisque a étant la raLcinf» ^V,^q^^-* 
tion x'' + Px^'+ Çx«-\ . . . + T^rr + C/=o, on a 

l/==— a»— Pa»-»— Ça"-*. , . .. — Ta (179) , 

il en résulte que a, estN nécessairement un des'^iviseurs 
du nombre entier. t/, et que par conséquent lorsque ce. 
nombre, a peu de diviseurs, .il suffira ide lès substltiîet 
successivement à la place de x/ dans Tëi^àâonpi^*- 
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posée , pour reconnaître si elle a une racine en nombres 
entiers ou non. 
Si Ton a, par exemple, l'équation 

le nombre 38 n'aya^t^ûiu: diviseurs. (;pie les nombres 

on les essuera, tant positivement que négativement , jgt 
on trouvera que le seul nombre 'entier r(- a, satisfait à 
l'équatipn proposée, ou que x=â. On divisera ensuit 
réquation proposée par 'x -^ a ; égalant à zéro le quo- 
tient, on formera r équation 

X* — 4^+ 19 = 0, 

dont les racines sont imagînakes ; et ^nla résolvant, on 
trouvera que oc? — & x^-^tÀjx — 38 = admet trois 

i;^uûnes» * : 

• I 

a?=a, a?=a-f-V^*— 15, a;=fl— • V^— 15. 

âoo. Le procédé que. je viens 4*i]|i4jqujer pour (\t^ 
couvrir le npmbre entier qui satisfait à une équation , 
devient itnprârticAIe lorsque le dernier terijie -de t;ett» 
équation a beaucoup de diviseurs ; mais T équation 

C/=— a* —Pu»-» — O a"-^ .... — Ta\ 

fournit de nouvelles conditions qui abrègent beaucoup le 
calcul. Afin de rendre la méthode plus claire, je prendrai 
comme exetnplé , Véquiatibâi'^ 

e désignant toujours la radine , on aura 

ou 5=— /îa — Ça*-jPc^— c*, 

d'où l'on tirera 

S a 
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■ 

On yoitd'abord par cette dernière équation, que — ^oit 

être un nombre entier. 

Passant ensuite R dans le second membre , il viendra 

S 

a ^ 

* S 

faisant pour abréger — + /l=: fl', et divisant lés deux 

membres de l'équation 

JR'=— Ça— Po*— a» 
par a, on aura 

d*où Ton conclura que — doit encore être un nombre 

•ntier. 

Passant Q dans le premier membre ^ faisant 

.-^ 4- Q= Q'^ puis divisant les deux membres par a^ 
on obtiendra 



d*où l'on conclura que -^doit être un nombre entier* 

Passant enfin P dans le premier membre, fabant 

jL^PzizP^, et diivisant par a, onaura 

u 

—=—1 ' 
Réunissant les conditions que je viens dénoncer, on 
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Verr9 ijae le nombre a sera la racine id« Téqaatioii 
proposée ^ s'il satisfait aux éqnationft 

-.+ , = 0, 

lie manière que B', Q' et P', soient des nombres entiers. 

^ Il suit de là que^ pour s'assurer si Tun des diviseurs a 
du dernier terme S peut être la racine de Téquation pro- 
posée y il faut y 

i 

1 **. Diviser le dernier terme par le dis/iseur sl, et ajouter 
au quotient le coefficient du terme affecté dex; 

siT. Diviser cette somme par le diviseur a^ et t^outer 
au quotient le coefficient du terme affecté dei^; 

3®. Diviser cette somme par le diviseur a^ et ajouter 
ait» qUotîént le cordent du terme affecté dei?} 

4^. Diviser cette sofnjne par le diviseur a , et ajouter 
au quotient l'unité ou, le coèfffîcient du 'terme tffecté <2é 
x^; le résultat devra être égal à zéro , si a est eneffetla 
racine, ' « . 

Les règles ei-^éssus conviennent à un degré qoel-^ 
conque, en observant que Ton ne doit trouver zéro pour 
résultat que lorsqu'on sera parvenu au premier terme ém 
l'équation propoaée (*). — 

— ' ' ' ' ' ■ ' >'■ > ■ " > S I" Il ■■■ 

C^) Il ne serait pas difficUed^ s'assurer par la farmule des quotient 

donnée dans le numéro i3o» que les odantitës ^, --^ ^ ^-> » pnsef 

jivec U signe— y sont, en cosmiCB^t par 1er dernier terme, Uê. 

■ s § 



aoi. Ijoriqii*dn applique ceç règles à uti. exempte 
numérique , on peut'' disposer le calcul de manière à 
faire subir chaque épreuve à tou« le» diviseurs du der- 
niei terme en même temps. 

Voici, pour l'équation 

le tableau du calcul i 

+'5, + 5, + 3/ + 1, — IV — 3, — 5,-1 5. 
+ i, + 3, + 5, +i5, — 15, — 5, — 3, — 1, 
—19, -«—17, — 15,' — 5, — 35, — 25, —33, — ^i, 

^^ 5,.— 5, 4-35, 

. t^8, +18, 4.58, 

.4. 6, +18, -$8, 

— ^.+ 9; +67, . ' 

'' • » * • . . f 

Tous léirdîVia?eurs dn dernier terme iS^ k)ttt r«|igét 
fiàr ordre de grandeur , t^t av<^ç l^ f^igu^ 4" q|l^v«c le 
signe -^ynûr ime même lîgàe (c'est la ligne des. divi* 
•eurs a..! ,. 

La seconde Jigne coiiti^ .léft .^potiens dU JQ'QVir 
Inre i5i divisé successiveiuçnt par tous ses diviseurs 

{h^eét I4 lî^è dés qtiantiïés ^^ , ' 

La troisième ligne a été formée en ajoutant à \s^ pré-» 
cSedente W^ qoefiicient — ao qui muJtipUe . a? (^'est U 
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La quatrième ligue, contient lesjjuotîens de chaque 
nombre de Ja précédente par le diviseur qui l;ii cor- 

^ respopd Tc'.e^t la ligne des quantités — j. On anégHgé 

dans cette ligne tous les nombres qui n'étaient pat 
entiers. 

^ lA cinquième ligne résulte deif nombries icrits.dans 
la précédente , ajoutés avec If» uombf e a3 qui multiplif 
x^ (cette ligije comprend les quantités Ç'). 

• La sixième ligne contient les quotiei^s des nombres da 
!â précédente par le diviseur qui leur correspond, 

Telle renferme les quantités ^Y 

La septième comprend les somnies des nombres de la 
précédjente et du coefficient— o qui multiplie o:^ ( on t 

» ■ : - -^ I...-.» '•O'î'' f' '■ isV* *» . • • ■> •• .^ 

tcouvfe lès ^^itésrV H-"^ )« 
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La fauitijme enfin s'ob^eat ei^ dj^p^a^it çbacun des 
npmbi^^de 1^ pi^éçf4fÇ°^ P^^ ^ divis^f^ correspondant 

( c'est la ligne de — y, et comme on né trouve — i que 

dans la coloihfe marquée -f-S» o^ encôndât que l'équa- 
tion proposée' p'à qu'tineracine'comniensurable^ savoir 
-)- 3 ; ensorte qu'elle est divisible par x — » 3 (*). 

On peut se dispenser dé comprendre dans le tableau 
les diviseurs -=^"ï et i—i; que l'on éjn^ouye plus facile- 
ment par leur substitution imméjdiate .dan^ l'équatioa 
proposée. 

20â. Soit encore p<yir,e^ç|^pie Féquation 



1<M* 



(*) En formant le q[itptient d'après la note piëcédeiite,.oa trovT* 

SA 



â8o i la é M n V $. 

x^ —7 a:* + 36 = 0. * 

Après s'être assuré que lés nombres + i et — t ne 
satisfont point à cette équation , on formera , d'après les 
règles précédentes ^ le tableau ci-dessous, en observant 
que le terme multiplie par x, manquant à cette équation» 
il doit être censé avoir o pour coefficient; il faut donc 
supprimer, la tvoisîèmë ligne , et déduire immédiatement 
, la quatrième de la sieconde. 

•4-36,-f.i8,-f i2,+9,-f6,-f4,-i- 3,4- a,- a,- 3,-.4,— 6,-9,— i!i,— iK,-» 
-+■ i,+ 3,4- 3,-H,-»-6,+9,+iaH-i8,— i8,-ia,-9,-6,— 4,— 3,— «r- « 

+n 4- 4»+ 9»-*- 9»-*- 4>. , rfi 

—6, — 3,+ a,4- Q,— 3, —6 
— î, r- I, — 1,4- I, 4-r 
Of. 0, o. 

On trouve dans cet exemple trois nombres'quî satis- 
font à toutes les conditions , savoir : + 6 , -f- 3 et-i**a. 
. Ainsi on obtient par conséquent , en même temps , les 
trois racines dont l'éqùaticm proposée eàt susceptible , et 
Ton reconnut qu'elle est le produit des trois facteurs 

ao3. Il est bon d'observen qu'il y a des équations lit- 
térales qui se transforment sur-le-^)imnp en équations 
Bumériques. . ,.>•,, 

Si Ton avait , par exemple , 

y^+^py — 33pfj^H- i4/^=o, . 
tn faisant^ = p ar, il viendrait 

p^x^ ^ap^a^ — 55p^x+i4p^^^o, 
résultat divisible par p^ , et qui te réduit à 
a^+Qûc' — 33 x + 14 = 0- 

Le diviseur commensurable de cette dernière équation 
étant x+ 7, et donnant xac — 7, on aura 
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y— —IV' 

L*égnadon en y est de celles que Ton appelle iqaa^ 
tions homogènes , parce qa*en faisant abstraction deé 
coel&ciens numériques , chacun de ses termes renferma 
le même nombre de facteurs (^*). 

fiQ4* Lorsqu'on connaît une des racines d'une équa- 
tion , on peut prendre pour inconnue la différence entre 
x^tte racine et l'une quelconque des autres ; on parvient 
par ce moyen à une équation d*nn degré moindre que la 
proposée , et qui puit de plusieurs propriétés remar- 
quaUes. 

'Soit Féquadon gért^rale 

«t soient a^ b, c, d^ etc. ses racines; en y substituant 
cr '^y au lieu de x , et développant les puissances , on 
aura 

..... ^ ^ .- 






y 



.=o 






. [*) Les lécienrs qui Tondraient plos de de'taîksur la recherche dei 
divtteurt commenturable» des équations, les trouveront dans la 
ill« partie des Elémens d'Algèbre de Clairaut. Ce Géomètre s^st 
occupe' des équations littérales aussi bien que des équations nu- 
mériques. 
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résultat dont la première^colonne, semblable à ré<]n4-« 
tion proposée , s'éyaiiouit d'elle-même y puisque a est 
pn^'âes racines de cette équa^on; o^ peut donc lup- 
pnmer cette colonne, et diviser ensuite par y toiiâf Ici 
termes restans : il yiènt àlo)rs r,« . 

m— 1 I fnijit 1) -, , , , -Jl» 

•*•■. I' » ■_ • ■ ..i, .^- ^. •. . ., , . i I ..^ . « 

1 ■'>'■• ^ • • ••/ ^ . , . . . 

> 
•• ■ . .— -/. ' i . . ' . ^.. . 

• -è • m M k f 

' ■ . # » * ••! • * »• • * . , - . 

Cette équation aura visiblement pour ses m — i raçmes 

y=ib '-^a^ y:^c — a, y^=d — a etc. 

. . _ ' ' ' ■■ • •■ ' 

Je la représenterai par 



^ / 



'en fiaisant/pom' ^réger,T" '. 

îh (m— i)a**-*-f (w— i) (m— 2)Pa'»-^. 1 .\ • =îf 

. etc.. ... 

• • ........ , , .... 

et je désignerai par /^l'expression ■' -,• ^ - 

a»» 4- P a«-» -f. () a"»-* + Ta+U. ' 

2à5. Si l'équation proposéeà deux racines égales , si Von 
a, par exeaiple,'a=ft , l'une des valeurs dey, savoir: 
b — a , deviendra nulle ; il faudra donc que l'équation (rf) 
$oit satisfaite en y faisant j = o; or. cette hypothèse 
£ait évanouir tous les termes , excepté le terme tout 
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eoann A : ce dernier doit donc être nul par Ini'^même ; 

la valeur de a doit donc tatis&ire en. même temp» aux 

écpaitions 

V=o et A=io. 

Quand laproposée aura trois racines égales à a^ savoir : 
i l b — Cy deux des racines de Féquation {d) deviendront 
nidletf en même temps ^ savoir : &— o et. c^^^^ dans ce 
cas , Féquation {d) sera divisible deux ioïs de suite par 
y^^o (179) ou y] or c'est ce qui ne peut arriver qua 
quand les coefficiens A etB sont nuls : il faut donc qua 
la valeur de a satisfasse en même temps aux trois équa* 
tions 

/^=0, ^:;=ro, -5=0. 

En poursuivant ces ràisonnemens , on verra que lor»« 
<piè la proposée aur^ quatre racines égales, l'équation 
(d) aura trois racines égales à zéro, ou sera divisible 
tn»s fois de suite par j^ , ce qui exige que les coefficiens 
A ^ Btt Cy soient nuls en même temps, et que la valeur 
de' n satisfasse par. conséquent à-la<^foi6t aux quatr« 
.^t^atidne * 

, ^=Oi A±s=iO^ BzrzO^ C=o. 

Non-isexiieTSient on peut, par ce moyed, reconnaître si 
ttne Tachne donnée a se trouve plusieurs fois parmi celles 
•dé réquation proposée y msàs on déduit encore un pro- 
'cédé pour s'assurer si cette équation a des racines ré- 
-pétées dont on ignore la Valeur. 

Fdur cela^, il faut observer que dans le cas où Ton a 
j^f ss Oj ou 

on peut regarder a comme la racine de Féquation 

rnx^^^ 4. (m— 1) Px^-^ + (m— a) Qa:»-' . . .+7'=o, 

a: Résignant alors une inconnue quelconque; et puisque 
se trcnive aussi la racine de Féquation p^=so , ou 

ar'^ + P a"^-^ + etc. = o. 
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il snit du h* 189 , que a>^^ est un facteur commun des 
deux équations ci-dessus. 

Changeant de même a en x dans les quantités B , 
C, etc. le binôme x — a deviendra pareillement fac- 
teur dés nouvelles équations -ft=o, C=:o,etc. si la 
racine a annuité les quantités primitives B , C, etCr 

Ce que Ton vient de dire pour la racine a convien- 

'drait égalemén^à toute autre racine qui serait répétée 

plusieurs fois; ainsi ^ en cherchant,. par fa méthode da 

pljLis grand commun diviseur , les facteurs communs mbx 

équationi 

/^=:o, Jz=:o, 5 = 0, C=o, etc. ^ 

ces facteurs donneront les racines égales de la proposée, 
"dans Tolère 'suivant : 

Les facteurs Communs âxïx deux premières équations' 
seulement , sonft des facteurs doubles de la proposée., 
c'ést-à-dîre , que si Ton trouvé pour commun diviseir 
entre >^=o et j4=:o, line expression de la forme 
(a:-— tt) {x — C), par exemple, rinconnuc x aura 
deux valeurs égales à «,* fet deux autres égal««|:à.Cy 
ou la proposée aura ces quatre facteurs : . • ^ 

Leal facteurs communs à-4a*fois aux trois premières 
des équations ci-dessus , indiquent des facteurs triples 
dans la proposée ; c*est-àv-dire , que si les premiers sont 
de la forme (x — x) (x— €)., par exemple, les se- 
conds seront de celle-ci : (x — «t)^ (x*— 6)^. Il est 
facile de pousser ces considérations aussi loi^ qu'bn, 
voudra. . . . 

âo6. Il est àt propos de . remarquer que TéquatioBL 
A=-o y qui, par le changement de a en a? , devient 

se déduit; immédiatement dé Féquation /^:=o, oirdt 
la proposée 
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tn multipliant chacun des termes de cette dernière par 
l'exposant de la puissance de x qifil renferme , et di- 
minuant ensuite cet. exposant d'une unité; sur quoi il 
faut observer que le terme U étant équivalent à UX^^y 
doit s'anéantir dans cette opération, où il se trouve mul* 
tipliéparo« L'équation jB=o se tire de^=o, commo 
^=o se tire de ^=o; 0=0 se tire de £=o, 
comme celle-ci se tirfe de -<^=o, et ainsi de suite (*). 
907* Pour éclaircir ceci par un exemple, je prendrai 
féquation 

X* — i3x*+67a:' — i7ix* + ai6x— 108=0; 

réquatipn ^=0 devient dans ce cas 

* 

•on diviseur commun avec la pronosée est 

Ce diviseur étant du troisième degré, doit renfermer 
lui-même plusieurs facteurs ; il faut donc chercher s'il 
n*enauraitpas de communs avec l'équation ^ = 0, qui 
«stici • • • 

aox^— ^56a:* + 4oaa; — 34a=:o; 

•t on trouve en effet, pour résultat x — 3 : donc la pro- 
posée a trois racines égales à 3, ou admet (x— 3)^ au 
jQonibre de ses facteurs. Divisant ensuite le premier di- 
viseur commun par r— -3 autant de fois de suite qu'il 
est possible, c'est-à-dire deux fois, on trouver — s. Ce 
diviseur n'étant commun qu'à Téquation proposée et à 
l'équation ^=:o, n'entre que deux fois dans la pror 

{*) On démontre dans la plupart des livres élémentaires, mais 
fort intomplètement , que le diviseur commun entre les équations 
#^=0 et jizzOf contient les facteurs ëgauz élevés à une puissance 
||ioindre d'une unité que dans la pn^osée : On le conclurait facile", 
inent de ce qui précède; mais j'ai renvoyé cette proposition an 
C^m^mênt^ oii die. est prouva, d'une «iaiiièr« j^ui me pairiâf 
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.posée. On voit enfin que cette équation est éqtrivi^ 
lente à 

ao8. lj*équation (d) donnant les difFétences entre 
la racin^ b et chacune des autres, lorsqu'on y met h 
pour a g les différences entre la racine c et cfiacune des 
autres, lorsqu'on y met c pour â, etc. i^e changeant 
point de forme par ces diverses svi)}9^tutions , et ccinser- 
vant les mêmes coéfficiens ainsi que la proposée ^ pçjJt-- 
' être généralisée de manière à renfermer toutes les dif- 
férences des racines combinées dçux à deux. F^ôûr cela 
il suffit d'en éliminét' a au moyeiî de Féquàtion • - 

car le résultat ne .dé|^Bbntque des.çoefilciens, et ne 
conservant aucime tnRe de la r^ci^e.qtCon a cousidérr 
rée en particulier, conviendra égalepient à toutes. 

Il est visible que Féquatipn .Sfial^vâ^t s'^^ev^X,^ 
degré m (/7i — i ) ; car ses racines • . ; ; . 

a— i, a — c, a — d, etc. 
fr-i-a, b-^^c,' ^^'^Ji, etc. 
c-^û, c-^6, -c-^rf, etc. «^ 

éont en même.nombyaque lespfrjgaut^Ojqis^^'çjn j^^^^^ 
former en arr#Qgieant deux à deux les/Ti.lejtç^s^ûj^ p 
c, etc. J)e plus, :pui§que to.,<pwtitps c ''. J, 

a — T i ef é — a , a -^ c €t c — a ,, A.-i-j c et c^— n^;^i#te^ 

ne diffèrent que par le signe , les racines de Téquatio» 
seront égàles^deuxà deux, abstraction <fakeidu<.$ign^ ; 
çnsorte que qiiàWon aûray±=^, ^ôn-iscurà 'eftawètoé 
temp8îj^;=?='^et« Il résulte delà çie cëi^é'éqcif^tïo^ ne 
doit venfervierxfûe.des: termes «où rinçpnn\ié.^i;nf^'^e!,j^[ 
un degré pair-, car «on prenûepr me«^re d^t-êti^^Je 
produit d'un certain nombre de factràrs 'dn'SéeMd 
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degré de la forme 

j^— «'-Cy-*) 0'+*) (184); 

«lie sera donc elle-même de la forme 

En faune j/^===;^^ on la changera en 

et rincoanue z ^fnt le quarré' de y , aura pour TfiIeu]Rk 
les qnarrés des différences des r/icines de la proposée. 

Il est à propos de reiharquer que les différeuodk 
entre ks racir^es réelles de k proposée y étant nécessai- 
rement ré^ès , leùH quarrés seront positifs, etqué^ar 
€X)nsé^eni Téqaati'oïi è« z n'aura que deà»tacines posi- 
tives » si la proposée n'en a que de réelles. 

Soit pour e^jjpuple Téquation 

en y faisant a? =fl'+y, on aura:' ; •» . 

En supprimant les termes a' — 7 a --f- / , dont l'ensemble 
est nul , d'après iMq^ixàtioii proposée ^ et divisant le reste 
pâi-j', il viendra . ■*■ ' 

éUninant a entre .cette éiqu^^tion ^Uéquatioe 

a3 — 7a + 7=o, 
on aura , , r : .. 

faisant a=^, il viendra 

a^ — 4as» + 44i» — '^gprto. 

aog. La substitution de a-f-^^àu^-IiGti dé ic dans 
réquatipA 
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^'emploie aussi quelquefois pour faire di^araitreund^ 
termes de cette équation. On ordonne alors le résultat 
par rapport/ aux puissances de y qui remplace Tin-» 
connue x ; et on regarde la quantité a comme une se-' 
conde inconnue y qu'on détermine en égalant à zéro le 
coefficient du terme qu'on veut faire disparaître* On a 
de cette manière 

u • • 

Si le terme qu'on yeut ôter est le s^nd , ou celni 
qui est affecté de j'"*"*, on fait ?na+'P==o, d*où on tire 

P 

a = — — . Substituant cette valeur dans le ré-> 
m 

•ultat, il ne reste que ks termes affectés de» 

j^m^ ^«-.^ yrn^^ etc. 

Il suit de làj qu'on fait évanouir le second ternie 
d*une équation , en substituant à F inconnue de ceùé 
équation une nouvelle inconnue, à laquelle on Joint l& 
coefficient du second terme pris avec un signe contraire 
é celui dont il est affecté, et divisé par l'exposant c&i 
premier terme. 

Soit pour exemple l'équatjpn 

a:^-j^6cd^^5x+4^0'^ 
la règle donne 

^—y — l—y — ^, 

substituant^ il viendra 



»\ 
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y— 6y+i2y- 8 



I r 



+ 4 

ce qui se réduit à ' • , • ;;<* ^r-^ 



I ■ 1,1* 



OÙ le terme affecté de y^ n'entre plus. On ferait dis- 
paraître le troisième tèî^è ( affecte de y***"^ ) , en 
égalant à zéit) Tasse&bl^e dels'quadtitéë-^ltd^leinuU 
tiplient^ c*e8t-4-dire en posant l'équation '■"- ■ *•' 

— ^i i-a*+Cm — ij Pa+ 0:^=10. 

\ 

En suivant cette màrcKë/ 6b"*reconnàîtra facilement 
qne révabo^îssement'dlîb quatrième . tenoe r:di^endra 
d'une équiafion' dn tnnsièmfe degré, et ainei de: suite 
jusqu'au dernier, iqu'ôn ne piourra faire éyànouivtqti'èa 
posant l'équation z».^*^ f/ ^ 

absolument semblable £ là prbpb^éè. > ' 

La raison de cette ressemblance est aisée à dé-> 
cotiVî^Èr. E^r' â zéro lèC^Bteîfîiét ^ternie dfe Té^aôon 
en j^i 'c'est Supposer que 'Pubè^^Ôèà' Valeurs de'tèftfe? in^ 
conntrè est zéro ; «t éi^ t^^V ôétte» hypothèse' dàrià 

que dans ce cas la quantité a. ,est nécessairement une 
des yaleursde x. 

ai'o;' '€>xi> si quelquefois '4s»èfé6iti de déc(>mposëii -une 
éqitàtioh'ék fâctëttts'd'tùi^ dle^ sirpérieiu'-aù jiréniîer ; 
je né eauradsi^e^pOiseF idb ëti -détail les divèr» pro-r 
cédés que l'on peut epplpj^ej: à, cet effet; .je dou;* 
neri^ (^ulement un exemple dexe^e recherd^e^ . 

.,§a\U'i^quation 

Elém. d'Jlgèbr^. f édition.' T 
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dont il faut déterminer. IçiLfacteurâ du troisième degré; 
jje représente Fun de ces jtacteurs par 

ar^+P-^t^ + î^ + '"> 

les coelficiensp, (/ et r étant indéterminés. Ilff dôiveiit 
être tels que le premier membre.de l'équation proposée 

•oit exactement divisible par lë facteur 

■ f -■ * . .'^. ' 

. ,-. : I •,'*?4-?-ï* + 9^ + r, v 

ùl4^^4fipi>^l^t ^'aucune ysSkxn d« oj ; . itfais enfivfiant 
actuellement kirdivîâîo<t,:*^'tix>itYe pour reste - 

— <<f — ^<L — 34r Ht '^ -^ la ) ^ 
• — if^T— V^Y^ ^^ -fil Jj^. 

CTtpr^aâbn rjopn t'anflanlteraîl dUte-mémeyet îndépeiH 
4àinnibènt Ak^;, si Vx^j mMmt padi 1er lett^ p^ <7 j 
et'rileftiVAleurftjfdjamrifBBeiit a Tiétat dé^bbqne»^ 
tion, on aurait donc alors • •■ : r^î'-'I j-;. - 

p*r-T-rCr — 24'*"^7=o- 

. Ce$±rqjs 4qu3lioi)8^^n^^ coo4i^a|is-||u^#ST 

taises pquXrdétermiaeç^eirinQQnnue» p fq^ et ir^et f 'c^ 
à leur résolution ^^ seçljé^uit 1^. ^estiocb p£Qp9^»é#% 

sitL..)A9içè«^\Ryoir épiûfé la reelferieho: di^dii^urs 
cpn^^^psu^^kif^ijl.laiit ifeopurir wHliùélS¥4»^êl^^ 
prcKdmatqip j^qui re^e^ $ur 1% f^rinçipè suiyiai>( : 

Èotàqu^^ é â^r>Ut^ émii^l^i^ntlfëis I^ÛVy substituées 
dans ufik' ^^fHatio^iU 1â-plàëe 'dé Viftchfmië\ êàhrient 
thux résultats désigne contraire, oii pé^fl^'ciittcliuv 

• « * • • •• 
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ifu'une des racines de l'équation proposée est comprise 
entre ces dekix quantités, et est par conséquent réelle. 

Soit, pour exemple, Téquation 

x^ — iSx^-f-yop — 1=0; 

ini Toip substitue aucces&iyemept a et so à la place de x , 
le premier in«;mbrej i^^ Uesi^^ se réduire à zérp, sera 
égala — 3l dans le pi!emi^r cs^i ^ a-^ A939 dans le 
second : on en jpeut cpnç^w'e .^uç cette équation a une 
racine jéellefpmpi^ife .cptire Rf^t 9o , c*eaM^*dke , pli^s 
grandç,q^er î) et o^i^idre qu^^ag. ; * 

Compie j*ai0«d souvent: l^esoin d^exprimelr cette re- 
lation, î'emptpiorai les'Mgnès ]> et <I dont se servent 
les ialgébmtè^poui^ mia^^uér rinégaHté-'dë deux gran- 
deui», «Il .pla^aât'ik(-'ptU)» igrluiâë' de» deux- (Jiiimtités 
deTantirotmrturë diïisij^; et l'autre à la potntel 
J*éciiraK, «jy ti^sé^endë^y 

' ' hc ^^ù , ' pôur'ir plus grand que a , 
a; <^ ao , pour x plus petit que ao. 

Pôilr^^jprfbtiWr l'ass'ertioh'îfrêcéaèiite , Voici comment 
on peut raisonner : eti WuAissattit d'un côté les termes 
positifs de Téquat^oji.proppsée, «tde Tai^tre les termes 
négatifs, on a ' 

Cette quantité s'est trouvée; ijé^tive lorsqu'on a fait 
x=fl , parce que', dans cette hypothèse, 

«* «^«•ySS/SîfiWY^B.Bft^Wvfliîo?^*^ * Çaiî:;to^.^o, 

parce qu'alors ^ ' 

"-—•...'' "^ 

a:^ + 7x>i3a:*+ 1. 
Les qnaati^és 

Ta 
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augmentent chacune de leur côté , lorsqu'on donne à ;r 
des valeurs de plus en plus grandes^ valeurs qu*oi^ peut 
prendre aussi proches les unes des autres qu'on voudra , 
ensorte qu'on pourra faire croître les quantités propcv 
sées par des degrés de telle petitesse qu'on le jugera 
à propos; mais puisque la première des quantités ci- 
dessus , d'abord plus petite que la secondé^ est de- 
venue, «nsuite plus grande, il est évident qu^elle a un 
accroissei^ent plus rapide que l'autre, au moybn du- 
quel elle . compense l'excès que cette dernière ; avait 
sur elle , et la dépasse 6nstutë liVj a donc trr/:tnohient 
où ces deu^. quantités sont ^galçs. a C'est ainsi ^ dit La- 
)) grfnge^ qj^e deux mobiles .qu'on suppose pSLiçeovaix 
?i une çii^^e ,^roite , et quâ^.p^urtanit àda foîi»'de det^ 
)) pppts^différyexiSij ^riitept .e4..n)ême tetnps à, deui 
)V autres points, <Bi^S; de ^çianièi'e que jceluiqin: était 
}) d'abord en arrière se trouvas, ensuite plvs«iav^isaé-iiue 
)^ l'autre, doivent nécess^ement se renççntrer dans 
)> leur chétam. w ., ,' 

I^a .yaleyr.de ;ç, fï^elle^^u ^le soit ( i?i^^t,);,ws- 
tenc^ vient d'êire prouvée)^ qui rend. p. .^,.j j;;-- 



. .' 4 C.-< ' / . I 



J * - • 



donnant 

ou OTi — IÙXTA-JX 1 = Q, ., ,, . 

» r..|j , ... . .• J A— v< , 

est nécessaireme;nt la racine de Péquation proposée. 
Ce qu'on vient devoir sur réquation-pâi^ticulière' 
o(? — i3x*-j-7x— 1 =0, 






peut s'appliquer à une équation quelconque, don^ je 
désignerai les termes positifs par P, et les négatifs 
par A^ Soit a la yal^ur de >x qui a^dpimé un résultat 
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négatif, et b celle qui ei^ a donné un positif ; ces deux 
circonstances n'ont pu avoir lieu que parce que , par la 
première substitution , on avait P<; A^, et par la seconde 
P^NiP ayant donc dépassé N, on en conclura, comme . 
cî'dessns , qu*il existe une valeur de x comprise entre a 
et A , qui donne P =3 iV. 

Le raisonnement ci-dessus semble exiger que les va-- 
leurs' qu'on donne à x soient toutes deux positives ou 
toutes deux négatives; car lorsqu'elles ont des signes 
différens, celle qui est négative fait changer de signe les 
termes de Inéquation proposée , qui contiennent des puis- 
sances impaires de x , et par conséquent les expressions 
P et iVne-'SOnt pas composées de la même manière dans 
une substitution et dans l'autre. Cette difficulté disparait 
en faisant x = o *, par là l'équation proposée se réduit à 
son déplier terme , qui se trouvenécessairement de signe 
contraiitB au résultat de la première ou de la seconde 
substitution^ Soit, par exemple, l'équation 

x^J^i^x^^53^—ï5x^5^o, 

dont le premier membre , lorsqu'on y fsiit 

. ' ■" , ' ' • > 

a? z= — 1 et a; = a , 

devient + 1 et -i- 45- En supposant a:= o , il se réduit 
i — 3 ; les deux substitutions 



<-«■ t 



x=o et a:= — 1, 

■ 

donnent, donc deux résultats ^e signes contraires ; mais 
en mettant -—y au lieu de x , l'équation proposée se 
change en . ^ 

y 4-fly — 3y*+ i5^ — 3 = 0, 

on a 

P=y4.ay+i5y, JY=3y-f-5, 

d'où 

T 5 



> / • • 



JP< A^, lorsque^ = o, 
P^N y lorsque jr = i . 

On peut donc raisonner dans le cas actuel comme dans le 
précédent, et en conctuVe que l'équation en j^ a une ra- 
cine réelle comprise entre ©"et + i *, d*où il suit que celle 
de r équation en x se trouve entre o et — i , et par con- 
séquent énltfe -f-^ et -^ i . 

La proposition que j'ai énoncée ne pouvant pré- 
senter que des cas qui rentrent dans l'un ou l'autre 
de c^etix que je viens d'examiner , est suffi^ammen 
prouvée. 

âia. Avant d'iali^r plus loiii , je ferai remarquer 
^e f quel que soit le degré d^^une équation et sè:s x^oejji- 
éièhs, on peut toujours assigner un nombre qui , suèsti^ 
tué à tihconnite, rende le premier tërfne Supérieur à 
kl soirime de tous les outrés. Ôtt iserittfabdtd la vérité 
de cette assertion , pour^ii'qû'oti ait dbaervélë i&arche 
que suivent les accroîsâemens des diverses puissances 
d'un nombre plus grand que l'unité (126). Parmi ces 
puissances , la plus élevée sui*paisse d'autant phis celles 
qui lui sont inférietàrès , qiûte le iiômBh:^ dont il s'agit est 
plub considérable ; ^ensorte que rîén ne limite l'excès 
delà première sur chacune deramtres ;<et. voici comment 
on peut trouver un nombre qui remplisse la condition 
énoncée. 

• r 

n est viable que le cas le plus défavorable seï'ait ce- 
ïui où ren'itehdrâît tous les cbëfficieiîS'de Inéquation né- 
gatifs , ^ et égaux au plus grand , c'est-à-^e , si au 
lieu de 

•n prenait 

S désignant le plus fort des coeiltciens P , Ç / . . . . TjU, 
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Le premier membre de cette demiàFe équation <étaflit 
mis sous la forme 

on remarquera que 

x^-'+x"— + 1 — î!lZLi (i58) : 

cette expression changera la précédente en 

a?» i^ ^, ou eux* 4 ; 

x—i X— 1 * ON— i 

«t«ilQB m«t M au lien de x, il viendra 

quantité qu'on rendra évidemment posithre , si Ton foit 

AT" == 

Mbtntenant , si Ton divise chaque membre de cette 
éguation^ar M"', on aura 

S 



1 



ou Af=5+i. 



En substituant donc au lieu de x le p^Iusgrand des cbefG^ 
cfens de Téquation ^ augmenté de l'unité, on rendra 
le premier terme plus fort que la somme de tous lee 
autres. 

Le nombre M pourra être plus petity^I'on oc 
voulait que rendre la partie positive de Inéquation pro- 
posée plus grande que' la partie négative ; car il suffi- 
rait y pour cela, de rendre le premier terme supérieur à 
la somme que donneiraient tous lea autres , qiiandméme 
leurs coefficiens seraient égaux., .non pas au .plue 
grand de tous ^ mais seulement au plus grand ^dc» 
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(x>efficie]i8 négatifs : on n'aurait donc qu*à prendre 
pour M ce co^efficient augmenté de l'unité (^). 

Il suit de là que les racines positives dé l'équation 
proposée sont nécessairement comprises entre o et 

On peut aussi découyrir par le même moyen une 
limite des racines négatives; il faut pour cela substituer 
—y au lieu de x, dans Téquation proposée, et faire en- 
sorte derendre le premier terme positif, s'il devient né- 
gatif (178). Il est évident , par cette transformation^ que 
les valeurs positives de^ répondent aux valeurs négfitives 
de Xy et réciproquement. SiR est le plus grand coefficient 
négatif après ce changement, H-f- 1 sera une limite des 
valeurs positives de^; par conséquent — /î — 1 sera celle 
des valeurs négatives de x. 

Enfin si l'on voulait obtenir pour la plus petite des ra- 
cines une limite plus approchante que zéro > on y par- 

yiendrait en substituant - à la place de x dans Téqua* 

tion proposée , et en préparant la transformée en y , 
comme on l'a prescrit dans le n®'i78. Les valeur^ de jf 
étant invei^s de celles de x ^ la4>lus grande des pre- 
mières correspondrait à la phis petite des secondes, et 
réciproquement. Si donc S^^i désignait la limite su- 
périeure dçs valeurs de ^ , ou qu'on eût 

ce qui donnerait ^ 



(*) On trdhTe dans la Rësoliition des ëquatioof flumcriqnes de 
Ijagrange , des formoles qai donnent des limites plus resserrées ; mais 
ce qoe j'ai dit ci-dessus suffit pour rendre indépendantes de la con- 
sidération de rinfîbi, lespropocitions fondamentales dt la résolution 
lies ëqnationi. 
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H en résulterait successivement 

En effet ^ est facile de voirqu'on peut^ satas troubler 
Tordre de grandeur de deux, quantités séparées par des 
signes <^ou^y les multiplier ou les diviser par une même 
quantité^ et qu'on peut aussi ajouter ou soustraire la 
même quantité de chaque côté des signes ^ et^^/qui 
jouissent à cet égard des mêmes propriétés que le sign* 
d*égalité., - ^ 

ai 3. Il suit de ce qui précède , tspi^Umie équjation 
de degré impair a nécessairement une racine réelle d'un 
jsigne contraire à celui de son dernier terme ; car si on 
prend le nombre M tel que le signe de la quantité 

illf*+P Jlif^« + Çi»f«-* +TM±. U 

ne dépende que de celui de son premier terme itf" , 
l'exposant m étaùt impair , le terme M"* sera de mêm« 
signe que le nombre M (ia8). Cela posé , si le dernier 
terme Z7 a le signé + , et qu'on fasse a:= — M, on 
atq*a un résultat de signe contraire à celui que donne la 
supposition de a; = p ; d*où on voit que la proposée a 
une racine entre cet— ilf, c'est-àTdire négative. Si 
le dernier terme. U a le signe — , on fait alors a? =r -f" -^î 
il vient un résultat de signe^ contraire à la supposition 
dewr = 'o; et dans ce cas, la racine se trouve entre o 
et-J-ilf, c'est-à-dire positive. 

21 4- Lorsque Téquation proposée est d'un degré 
pair, le premier terme iïf"* restant positif, quelque signe / 
qu'on donne à M, on né peuts'assmrer , par ce qui pré- 
cède, de Texistence d*une racine réelle ^ si le dernier' 
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terme a le signe -f~> puisque^ soit quon fasse x^= o, 
oua7 = i!z 3/ ^ on a toujours un résultat positif; mai» 
quand ce terme est négatif^ on trouve^ en faisant 

trois résultats affectés respectivement des signes + , — 
et -f-^ et par conséquent Téquation ptîc^sée «au moins 
deux racines réelles:. dans^ ce x^S) ruae90siti;ve^ comr- 
pr^se entre M. et o,> l'autre nc^tivçi j. -comprise entr« o et 
-^" M : donc <ouXe é^uationde âfigré pair dont le dernier 
terme est négatif , (lou moins dmxrocixiès réelles „1'uhm 
positive ^t l'autre négative. ' 

ai 5. Je viens maintenant à la résolution des équa- 
tions par appro5bmatioii , et i&n 'de rendre plus clair ce 
que j'ai à dire > sur ce sujets ]& prends d'abord un 
exemple. Soit Téquation 

X* — 4^ — 'Sx«+-37=b; 

son plus grand coefficient négatff étant — 4 » i" ™* ^* 
n° aia quesa phi8.;grande cacine 'positive ^era moiltdra 
que 5. En y 8iâ>rtitiiant -r-.i^ 'Au'jiea de >a;,>eUe 
devient i • 

et ce résultat ayant tous ses termes positifs , montre 
quejr doit être négatif,, d'où it siih que x est nécessai- 

remeilt positif, et que Téquation ^proposée ne .saurait 
avoir de racines négatives : les racines térfles sont donc 
comprises errtreo et +'5. ^ 

La première méthode qui sic présente pour parvenir à 
des limites plus approchées , consiste à supposer succes- 
tivemeilt 

x=:i y ar=r3, x==3, x=:;4; 
eit si deux de «ces nombres , substitués dans l'équation 



proposée ^ donnent des résultats de signes contraireQ J 
ils seront de nouvelles limites des racines. Or , en 
faisant 

x=: i , son premier membre devient + ^i > 
a; = a -f- 5, 

^ = 3 • .-.• — 9i 

x = 4,.,, -j-i5; 

on voit donc que cette équation a deux racines réelles ^ 
Tune comprise entre a et 3 ^ et TautTe entre 3 et 4* Pour 
approcher encore plus de la première , on prendra lo 
milieu entre les deux nombres qui la renferment , ce qui 
donnera a,5 (^rî^Am.iag); on supposera ensuite a^na, 5: 
le résultat de cette substitution , qui est 

+39,o6fl5— 62,5 — 7,5 -f- 37=:— 5,9375, 

fût voir , puisqu'il est négatif, que la racine cherché* 
est entre a et a,5. Prenant le milieu de cesdeux nombres^ 
il viendra a,a5; en se bornant à a: =a,3, on aura la 
racine cherchée , à moins d'undixième près de sa valeur^ 
et on en approchera très-rapidement par le procédé sui- 
vant, dd à Newton. 

On fera a7=3,34-y *, il est évident que l'inconnue jf 
ne sera qu'une petite fraction dont on pourra négliger le 
^arré et lés puissances supérieures : on aura de cette 
manière 

x4 = (a,3)4 + 4 (a,3)V 

— 4a;^=:^4 (a,3)3 — la (a,3)* jf 

— 3 a; =— 3(a,3) —3 y; 

pair ces substitutions, l'équation proposée deviendra 

— o,5839 — i7,8iaj^î=so, 
et donnera 
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^ . 17,81a 

Dans cette première opération , on n'ira pas au-delà des 
centièmes ^ et il en résultera 

j^ = — o,o5 et X =: a,3 rr-.o,o3 = 3,27. 

Pour obtenir une nouvelle valeur de a: plus exacte que 
la précédente , . on .suppo3era x q= 2,1217 4-^' ;• et en spb- 
stituant dans Féquation proposée, on ne tiendra compte 
^e des premières puissances de^'. On trouvera 

— 0^04595359 — i8,o46468y = o, 
d'où 

^/ — 1 0^0459555,9 _ g 

"f - 18,046468 --^>^^^^> 

et par conséquent x = 0,2675. On peut, en conti- 
nuant ce procédé, approcher aussi près qu*on voudra 
de la vraie valeur' de x, 

La seconde racine réelle , comprise entre 3 eti4 % cal- 
culée de cette manière , sera 

.:, . X= 3,6797,' r - 

éii s'arrêtant à la quatrième décimale. ' 

3 16. On appréciera l'exactitude de la méthode que 
je viens d'exposer, ep cherchant la limite des valeurs 
des termes qu'on néglige. 

Si l'équatipn proposée était 

X"» 4- ^ X"*""' 4- Ç^"*^ + 7!r4- r/=:o, 

la substitution de a+^, au lieu de or, donnerait pour 
résultat le premier de ceux que j'ai ti'ouvés dans 
le n* Û04, parce que a n'étant pas la racine de l'équa- 
tion, mais seulement une valeur approchée de x, ne 
rend pas nulle la quantité 

«* + Pa"»-^ + Ça"»-* -f ra -f l/. 
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En repré^ntaDt cette dernière par V^ on aura , s^x 
liea de l'équation (J) du n"* cité , la suivante ^ 

de laquelle on tirera 

En négligeant' les puissances de jr; gupérieuresà ta 
première , on s'arrête à 

«t l'erreur est . . . 

i.a-/^ i.a.3^ ' u€' 

Si a ne diffère de la yraie valeur de x. que d'une 
^antité moindre que - a , rerreùr^ci^éssus deyiendrsi 
moindre que l^fbpmbre qu'on obtiendrailj /en y mettant 
^' a an lieu dé*jr y ce qui donnerkit' " ; ; " '*' * ; •' 

~{:^\^) i.a.5^ V/'^'^' ^ V/^'^ 

En calculant <fëtte quantité , on s'âssùfetaf ^û elle peut 

être négligée vis-à-vis de -j- et si oa la. trouvait tro]^ 

considérable pour cela , il faudrait chercher' jpour a ûi 
nombre plus près de la yraie- valeur TÎé'if'*"' / ^' * 
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Au reste ^ lorsqu'on a calculé plusieurs des nombres jr, 
y, y, etc. , et que les résultats obtenus forment une 
«uite décroissante , l'approximation ne saurait être dou- 
teuse. 

a 17. La méthode dont )e viens de faire usage, 
est connue sous le nom de Méthode des Substitutions 
successives^ Lagrange l'a considérablement perfec- 
tionnée dans- les Mémoires de l'Académie de Berlin ^aa^ 
nées 1767 et 1768). Il a d'abord remarqué qu'en ne 
substituant que des nombres entiers ^oa pouvait pas- 
ser au-delà de plusieurs racines sans les appercevoir. 
En effets si on ^vait^ par exemple ^ Véquation 

(^-i) (^-i) (^-3) {^-4)-o, 

et qn*on substituât au lieu de x , les nombres 0,1, 
s , 3, etc. , on passerait au-delà des racines 3 et -\ sam 
en reconnaître l'existence , car on aurait 

(o-D (o-D (o -3) (0-4) = + f X -i X 3 X 4 
0— î) 0-00-3) (i-4)=+^XiX2 X3, 

résultats de même signe. Il est facile de voir que cette 
çifconeXsuic^ ^p^à. çf qofe l^iul^ti;tiQQ de 1 dp Im 
de x^ fait changer en même tems de signe aux deux fac- 
teurs X -*p ^ et x-^ f , qui, de négatifë qu ils étaient lors- 
qu'on mettait o à la^pl^e de x, dâyiennent tpuf ^^ 
positifs ; mais si l'on eût remplacé x par un nombre corn* 
pris entre | et {, le facteur x- — y seul- aurait çhangi 
de signe ^ et on aurait obtepu un résultat négatif, 

, On toçibera nécessairement sur v^n pareil no|Bl>jrf q 
substituant, au lieu de x, des nombres dont la diffé- 
tence sok moindre que celle des racines ~ et |. Si par 
exemple pa.fm|:.ïp8. îiubatitutions f, i, | , |, i ,.^,, 
M Uouvelraitejqqi: çfyms/^men^ de signe. 
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On pourrait objecter à l'exemple ci-^esdus, que lors- 
qu'on a fait disparaître les coefficiens fractionnaires 
tl'une équation, elle ne peut avoir pour racines que des 
nombres entiers ou irrationnels , et non pas des fractions^ 
mais il est facile de yoir que les nombres irrationnels , 
^*on a remplace)» ici ]>^r des fractions; peui* plus de sim- 
plicité , peuvent différer d^ moins que funité. 

m 9% - ; r • 

1£n général /leà'rSsùltats seront de ihéme signe toutes 
les fois que les substitutions changcjKHiit ht ^gae û'uu 
nombre pair de facteurs. Poî;r obvier à cet inconvé- 
nient^ il faut mettre entre le» nombres à substituer, 
depuis la plus petite limite yuéqu à la plus grande, une 
différence moindre que la plus petite des différences 
qne peuvent ^Yoir.râifr'4Ueslei9 'rectàfe^ de l'équatioffli 
proposée ; ç^>^ft.i90}i^ks sobititutioBSf ^mi^ront o^ 
cessairement entre les racines con,sé,ciiLtj.yei^ ^ et ne feront 
changer de signe qu'à un seul facteur. Cette opération 
p'exige pas qu*on connaisse la plus petite différence des 
racines , mais seuleménti qu'on ait ube limite au-dessous 
île laquelle elle ne saurait tomber. - 



• I H 



. J?Qur se ]^c^p£^i: ^^f . lij^ite, ou^nnefji Véquatjpii 



• ■ ." " ■■ • . ■* • ' f'r '» • * 



■"■■i*'4-pï*^^t(^'^;;'r/+fif4"tefct<).'';';.(P); 



i". .'IJ ' * 



' \. 



cette équation : po^r. obtenir la plus petite limite de $e« 
Racines , on fera (aia) z= - ' et il viendra 






«û en riduisâhf^toustesiièmésâûmeih^aézîôminàté , 
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puis en dégageant v^, 

et si- désigne le plus grand coefficient négatif de cette 
équation^ on aura 

u 

Il ne faut considérer ici que la limite positive > la seule 
qui se rapporte aux racines réelles de la proposée. ' < ^ 

Connaissant la limite 

1 u . . 



•. i t 



1 



u 



I . . « t ■ «^ j • - 



moindre que le quarré de la plus petite différence des 
racines de là proposée , on en e^ttirairà la racine qùârrée, 
ou du moina on pirendra le nombréiràtionhel immédiate^ 
ment au-dessous de cette racine ; ce nombre , que^ je 
désignerai par k, marquera Imteryalle qu^il faudra 
mettre entre chacun des nombres à substituer. On for- 
mera ainsi les deux suites 

ô\ +k, +flft, «|-3^ft, etc. 
— fi, — afi/— 3&, etc. 

desquelles p^ né prendra que les termes compris entre 
les limites de la^ plus petite et de la plus grande des 
racines positives^ et entre celle de la pl^s petite et de 

"la 



I 
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■ 

la plus grande des racines négatives de V^quatJon pro* 
posée. Les changemens de signes qu'offrira la série des 
résultats obtenus par la siibstitution de chacun de ces 
nombres à la place de x, dans l'équation proposée , ma* 
nif esteront ses diverses racines réelles , .jipit .{Lositives , 
«oit négatives. ... 

ai 8. Soit pour exemple l'équatio^ ..»:... ., . , 

x^ — 7x+'/ = o, 

qui m'a conduit^ dans le n"* i3o8 ^ à l'éqi^atian . . ; 

: ' : • . *3 — 4fl2i*t+44l-Z — 49=0. î 

En faisants = - , et en ordonnant^ par rapport i v, 
le résultat d^ cette, substitution . on a • — 



d'où on tire j u^. - -, •- \: 

lO 

il faudra ^nc prflîndre/t=ou<^'*-— =îf., Qp satisferait 

/...': y lo 

à cette coi^iticmfn prenante £=2» î^iais^ il suffit de 

eup^er A :£= = : car en mettanf g à la^lacé Air'^ dàhé ' 

l'équation précédente,- où "obtiepfun résultat positif, et 

qui ne peut devenir que plus grand lorsqu'on donnera 

àv u/ie valeur plus considérable, puisque létr termes v^ 

"' ia , *'''"' ' ' 'r 
et g i/* se détruisent déjà , et que —- 1; l'emporte sur -r-. ' 

La. plus grande limite des racines positives de réqua- 
tioi^ proposée > 

Elém, d'Algèbre. 7* édition. V 



5o6 lé L É M*E ï^ s 

est 8 , et celle des racines négative* est— 8 ; on aura donc 
à substitiiêi:' pout x les nombres 

1 . â 3 4 ^4 

^ > 5' g> g» 5» "g"! 



.V 






o;^ 



es fractions en faisant a: = -=-> car 

alors les différences entre les valeurs de x^, seront triple» 
de celles qffi se trbuvêtit entre les vateûrs de a:, et sur* 
^ passeront par conséquent Tuniti : il n'y aura plus'quà 
substituer successivement 

dans r équation 

x'^. — 63a;' -+-189=0. 

Les signes des résultats changeront de -f- 4 ^ 4^^,3^e 4-'^ 
à-}-6,etde — gà — i.a, f nsQrt^e-qu*on aura les valeurs 
positives. 

v J»^ ^ y O O 

>dou< g ç 

€t lay^ew aégfttive de q/ tombant en — 3^ ^t -r- trty , 

q 10 

celle-de c^^^a cotre —;| et — -g-. 

.- I > " . . . • ' 

Conuw^QjÇ maintenant les diverses racines, de IV 

quation proposée^, à j- près , on pourrait en approchef 

davantage, <56mrae dans le numéro 21 5. 

S19. Ce'^^tt'on a pratiqué sur l'exemple du n** î^i-Sfet 
sur celui du numéro précédent, s'appliquera^à-HH® èiffoiK 



« - 
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tidii â*un degré q4ielc0nqii« ^ et fciïaconiidtvé Icfiraleuri • 
approchées de toutes les câdiwa réelles 4ke cl^tlè ^é<fiUH-> 
tion. Qn ne daurait dificdhyenir ^néanmoins qi^el^e calcul 
ne devienne pénible, lorscju^ ^'écjuation pro|jqs^e,s*élève. 
tin peu fcaut i.tnais dans^beât^çouD de cas il ne sera paaT 
nécessaire ^*avoir fecouri jg^ résiliation (£>) , o\i bîe^i ou 
y suppiléera paf des ^pyeiiç qyç T^tude dçsbra^pliçs 
ultérieures de T Analyse fera connaître (*). 



.1 . 



Je ferai remarquer cependant que les substitution? 
luccessives des nombt.es 67 r,^>,5, etc. àja pjace de 
X , offrent souvent ied indicés dnffisàh^ 'f)ôûr^ faire 
éoupçoo^icff 'Fexistenee dés* iftfoîiM» dont lA différené» 
eflt mcândre-qoe Ttinité.* Danl f jsseei^plequi tà'ote^e, 
elles donnent leé résultats . . .. jn.i.i . .. . 

■ • » * 

t[iii redçvjemipot cïois$an^ ^prés avoir décr^^e r+- 7 ^ ^ 
-fl 1. Cçtte marcie rptrogc^dç portp paturçUement .à 
croire qu'entre les deux ijioipbres + i et -f: ^ , il tombe 
deinc racméâ , ou égaïes'J oit jifè.sque é^des.' {*our Véffi- 
Êette iSoupçon, ilîàut mûWiplîefriùconntie. En faisant 



»Jé* 



X = j2_, on trouve ,.:•.' . ..î^ , . 

lo 

44aati0n;<fiH .«>deiiX'in)Ginâs ipinâkîve^, Funfi entre i3 et 
l4,iatF:aûte en(tre ifietii^. v» , . . . 

Le norabr'e dès tâtônnémêns nécessaires pour décou- 
4nJ^^flf f àcîraes , n*«st pàs^s-graitd ; car ce n'est qu'en- 
«*f Mo «t fid cfu'il faiit^diercliery ; et les valeurs de cette 

'''{*] W^\ voit aùssf Âttïrfié ïrtiilë de fa ResblutWnuniëri^rt^ 
âe^ Çq9,%(ions , une mëtliode 'tr^s-elfgante donnée par I^agrango , 
p6uf éYÎtei* renïploi de ^^ïûatk)n ri3^. 
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inconnue étant déterminées eB nombres entiers^ on en 
conclut celles de a; ^ à un dixième d'unité près. 

aâo. Lorsque les coefliciens de l'équation que Ton se 
propose de résoudre , sont des nombres très-considé- 
rables^ il est commode de la transformer en une autre dont 
les coelficiens soient resserrés dans ^^s limites plus 
étroites. Si on avait y par exemple , 

x^ — SooT' + iggSa:* — i4937x-t-5cX)o=:o, 
on ferait x = 102 ; il viendrait 

a4«-3a3^ 19,98^*— 14,9.37^ + 0,5=0. 

Dans .ee fésultat, on se -contenterait d'abord de prendre 
les nonibr«s entiers qui approchent le plus des coefficiens, 
«t on aurait ainsi 

a*-r— 8z^7f-2p;&f— i^f + o,5==:o. 

On trouyerait sans peine que z a deux valeurs réelles 
comprises' eïiti^é o et 1 ^ entre 1 et a j, d'où il suit que celles- 
d» la projïôséé sont bntrè et 10/ et entre lo et ao. 

Je ne parlerai point ici (j^e.la. recherche des racines 
ima^i^^s y parce qu'elle repose sur des principes dont 
l'exposition me mènerait trop loin ; je la renvoie au 
Complément de ce Traité. v 

221. Lagrange a donné-aux! - substitutions successives 
une forme qui a l'avantagé ae faire connaître immédia-^ 
tement à chaque opératiofide bombien osi's'jfit^appro' 
ché de la vraie racine , et qui ta' exige pas qii^oH ien,ait 
d'abord la valeur à moins d'un dixième près. . . , 

Je représente par a lenpmb^re entier imméd^^çi^^Qf 
au^essous de la racine ,cherchéps;;jJ ne fa^drf ^ .^Qur 
obtenir cette racine , qu'augmenter a d'une fraction : on 

aura donc a: = a -f -• L'^¥^^f*^°r ?^3f î"^ résultera de 
la substitution de cette v^Ieiir dansla proposée, aura né- 

1 ■•* * .1.-... l.V 
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eessairement une racine plus grande que rimité;nommant 
b le nombre entier immédiatement au-des^ons dd'cette 

racine^ il viendra pour seconde approximationa:=a+T* 

Mails b n'étant, par rapport à j^, que ce que a est par 
rapport à a;, on pourra, dans l'équation en y, fair» 

jf=& +--79 etyseranécessadrementplusgrand que Va- 
nité ; nommant V le nombre entier immédiatement au- 
dessous de la racine de Téquation en y, on aura 

, ' 1 bb' + i 

y = b+y = —yr~: 

remettant cette valeur dans celle de x^ il en ré«ultera 

pour la troisième valeur approchée de x. On en trouvera 
unequatrièmeenfaisanty=y4";;7jcar si b** désigne 
le nombre entier immédiatement au-dessous de y ^ on 



aura 






d'où 



• 



— ^ . ^ _ bl/b'+b''+b 

y^ '^b'b"+i— b'b'+i » 

et ainsi de suite. 
â22a. Je vais appliquer cette méthode à l'équation 

On a déjà vu (ai8) que la plus petite des racine' 

V 3 
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positives de' cette «quj^tioD était entre fet^^ c'icrst'i-^ift^ 

entre i et a ; je ferai donc x = x -|- - , et fâurai 

La limite dès racines bositives dé cette dernière fèst 5 , et 
éi> isubistituaht successivement o , i , la , 3, 4 1 ^^ "^u de 

•y y on reconoaltra faieiitâdt ^'dfe a ddn^lf: rae^ésphia 
grandes quetrunité , savoir, une entre ^ et a, etTautr^ 

* entre à 'et "3. n éil Hsiiïterà donc . 

a;=i4.^ et, a;=x+i, 

c'est-à-dire, 

a7=;a et ,x^=t\. 

Ces deux valeurs correspondent à cellei^ que j*ai trour 
vées entre J et j, enjTB^I'^t'f , et qui ne diffèrent pas 
d'une unité. 

'"- ?biir poft^r plus loin îé degré d'exactitude delà prer 
mrèré;, ^i répoi^î à.^iè= i, oa {&^ * - . 

r 
et on aura - '. 

yi— 2y--.y + i=o. 

On ne trouvera à cette équation qu'une seule racine plu? 
grande que l'unité , et comprise entre i? et 3 , ce qiii 
donnera 

d'où . rt=;l-J-|=5. 

Supposan)t ensuitey = 2 J-: -^, il en ré§ultei;a 

•n trouveray entre 4 ^t S. En prenant la pins petite» 
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limite 4 > il viendra 

y = 3 + ï. y=i + t='r. a:=i + X = U. 
Rien n*est plus facile que de poursuivre ce procédé , en 

fsâsanty=: 4 + -tj, et ainsi de suite. 

Je reviens maintenant à la seconde valeur de x , que 
j'ai trouvée égale à i par une première ^proxima- 

tion , et qui répond àj'z=fl, je fais Jf ^i: a 4- --y , 

et je substitue dans l'équation en y, j'aurai , après 
avoir changé les signes pour rendre le premier terme 
positif, 

y^+y^'^^y — 1 = 0. 

Cette équation n'aura , comme sa correspondante dans 
l'opération ci-des6.us , qu'une racine qui surpasse ii'unîté, 
, s^voÎT I oatre i et s. Prenanty = i ^ il earésulcera 

Po^atft encore 

il viendra -i .. 

équation qui' donne ^ entre 4 rt 5, et d'oÏÏ il suit par 
conséquent .....•• 



y=i> y=¥> '^''' 



.vji 



Pour aller au-delà , on fera y" =^-4-^, et ainsi d« 

suite. •- 

. - '■ .* .■..".' 

L'équation o?^— t7a:4:7 = P .a fUfisiune c^cine né- 
gative çoynprise entre — 5 et -r 4» Pour en approcher 

djivantage , on ffera an=5— 3— »- - •, «*e^«i -donné» 

V4 
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y^ — aoj^* — ^y — 1=0., ^>aoet<^ôi, 

d*où il résultera 

^ ««,5| «« _ï ^ _ iJL 

a; — "— '♦J— "îô — ïô* 

En poussant plus loip, on supposera^ = 20 + "-r^etô. 

et on obtiendra sViçcessiyement des valeurs de plus en 
plus exactes. 

Les différentes transformées enj^, y\ y''^ etc. n'auront 
jamais qu'une racine plus grande que l'unité ^ tant que 
deux ou un plus grand nombre de racines de la propo- 
sée ne seront pas comprises entre les mêmes limites a et 
a-|~ 1 ; mais quand cette circonstance aura lieu ^ comme 
on Ta vu dans l'exemple ci-<lessu6^ on trouvera dans ' 
quelques-unes des équations en y , y ^ etc. plusieurs 
valeurs plus grandes que l'unité y desquelles partiront 
les suites, d'équations qui feront connaître en parti- 
culier les diverses racines que la proposée a entre les 
limites a et a -f- 1 . 

Le lecteur pourra s'exercer encore sur l'équation 

a:^ — 23? — 5=0, 

dont la racine réelle tombe entre a et 3 ; il trouvera poiçr 
les valeurs entières de^, j/, «te.. 

10, 1, 1, a, 1, 3, 1, 1, 12, etc. 

et pour les valeurs approchées de a:, 

a jM a3 44 m \< < <76 7^1 1 1 0.7 JL5±L5 
i> io> tï> at» «3* 74> a7$> 349> 5a4* 7837* 

Des- proportions et des progressions, 

223. On a vu dans l'Arithmétique la définitiop et les 
propriétés fondamentales de la prbporrioTi et de Yéquidif- 
férence, c'est-à-dire, de ce qu'on appelait la proportion 
géométrique etlia proportion arithmétique ; j'appliquerai 
ici l'AIgébi^e À ces/ootions / et j'arriverai par ce moyen 
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à quelques résultats qui sont d'un usage fréquent dans 
la Géométrie. 

Je commenjîerai par faire observer jque TéquidiiTé- 
rence et la proportion peuvent s'exprimer par des équa- 
tions. Soient A, B , C, Z> , les quatre termes de la pre- 
mière , a, b, c, d, ceux de la seconde ; on aura 

cz c 

équatioTis qui doivent être regardées comm^ équivalentes 
aux expressions 

A . B: C . D, alb :: cl d, 

et qui donnent 

A+D = B'^C, ad=bc. 

Il suit de là que , dans l'équidiffercnce , la somme dès 
termes extrêmes égale celle des termes moyens , et que 
dans la proportion , le produit des teimes extrêmes est 
égal à celui des termes moyens , ainsi qu'on Ta vu dans 
rArithmétique (127, ii3) , par des raisonnemens dont 
les équations ci-dessus ne sont que la traduction. 

. Les propositions réciproques des précédentes se dé- 
montrent facilement; cardes équations 

u^ -+■/>== 2? +C, ad=bc, 

on revient sur-le-champ à 

D-C~B-A, ^ = ^, 

a c 

et par conséquent, lorsque quatre quantités sont telles , 
que deux d'entr'elles donnent la même somme ou le 
mjêine produit que les deux autres, les premières sont les 
moyens et les secondes les extrêmes (du réciproquement) 
d'une équidijférence ou d'une proportion. 

Quand 6=: C ^ Téquidifférence est dite continue; il 
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en est de même de la proportion quand & == c : et on a 
alors 

ji + D=:fiB, ad = b*: 

c'est-à-dire ^ que dans une équidijjférence continue , la 
somme des extrêmes est"" égale au double du moyen; et 
que dans une proportion continue^ le produit des extrêmes 
ûst égal du quarré du moyen. On tire de là 

B=é±R^ J=|/^; 

la quantité B est le milieu (ou. la moyenne proportion^ 
nelle arithm'étique) entre j4etD, et la quantité b la 
moyenne proportionnelle ( géométrique ) entre a et d. 

Les équations fondamentales 

« ^ ^ ^ b d 

B—A=D—Cy -=-, 

' a c 



conduisent encore aux suivantes : 

c d 
a 



C^Az=zD—B, ::— 5' 



ce qui fait voir que Ton peut, dans les expressiém 
A.BxC.Dy a\bl\c\d^ changer les moyens de 
place, et en déduire ^.Cl-Ô.D , a\c\\b\d. Kn gé- 
néral, on pourra faire toutes les transpositions de tetmei 
qui s'accorderont avec les équations 

A + D:=iB + C et ad=bc {Arithm, ii^.) 

Je laisserai maintenant de côté FéquidifFérence , 
pour m'occuper de la proportion . 

224. On peut, aux deux membres de T équation 
- = - 1 ajouter on retraicher une même quantité m» 
•nsorte qu'on aura 
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a c 

Réduisant les termes de chaque membre au même déacH 
fninateur, il viendra 

bdszTna Jit^m^ 

■ ■"-• — ^— — — — 

- a c 

•équation qu'on peut mettre sous la forme 

c d±: me 

a i±: ma * 

^t qui revient à cette proportion : 

b±:ma :d±imc II aie; 

Bt comme- = ^ , on aura pareillement 

ddz m c d 
b dim a o 

pu b± ma\d±.mc V.b\d. 

Ces deux proportions peuvent s'énoncer ainsi : Lepre^ 
mier conséquent , plus ou moins un certain nombre dé 
fois son antécédent, est au second conséquent, plus ou 
moins le même nombre de fois son antécédent^ comme le 
premier terme est au troisième , ou comms le second est 
fUi quatrième. 

En comparant séparément les sommes entr'ellet et 
les différences entr'elles ^ on aura 

d-^-mc c* d — me c 



b ^ ma a ' 


b "-^ma à* 


fl'où Ton conclura 




d -f- m c 


d — me » 



b +.771 a b "^ ma 
p'est-â-dire , 

f}'j-ma]d-\'mc \l b -^mal ff — m e ; 
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ou bien ^ en changeant les moyens de place 

b + mal b — ma :: d-f-mct d'-^mci, 
. et si on fait m= i ^ on aura seulement^ 

ce qui s'énonce ainsi : 

La somme des deux premiers termes est à leur dif- 
férence comme la somme des deux derniers est à leut 
différence, 

225. La proportioa alb W c\ d pouvant s'écrire 
ainsi : 

a\cV.bid, 



on aura 


a^ b^ ' 


d'où 


c±: ma d±:mb 


• a b ' 


et en&n^ 





cdLmal d±imb i: al b ou llcld, 

d'où il résulte que le second antécédent , plus ou moins 
un certain nombre de fois le premier , est au second con-^ 
séquent , plus ou jnoins le même nombre de fois le pre-^ 
mier, comme l'un quelconque des antécédens est à son 
conséquent. 

Cette proposition peut aussi se conclure immédia- 
tement de celle du nuiùéro précédent ;■ car en changeant 
de place les moyens dans la proportion primitive 

a: b ::c: d, 

puis en lui appliquant la proposition citée , on a suc- 
cessivement 

aie :: b:d^ 

c±:mald±.mb llalb ou lldd^ 



I * 



et rendant pour cette dernière , aux letti'cs a, b, c, fl, 
la dénomination qu elles ont dans la proportion primi- 
tive ^ on a l'énoncé précédent. 

Faisant m := i , on en tirera les proportions parti- 
culières 



c±.a:d±.b 



:a:b. 

icldy 

Id + bld-^b-, 



ce qui veut dire que la somme ou la différence des a/i- 
técédens est à la sominê~bu à la différence des con^ 
séquens, comme un antécédent est à son conséquent, 
et que la somme des'antécédensést à leur différence 
comme celle des coHséquèns -est à leur différence. 

En gé:néral, fer ton a " 

— — — =J^=A etc 
a 'ce g * * 



> Il • 



et qu'on fasse — = ^, on ^ura 



a 



d f h 

, - = ?, t"=*^^7='/'^^- 

ce qui donnera 

b = aq, d = cq, ff==:eq, A = gqf , etc . ^ .r 

et ' en, aputant . ces . équations membre . à / membre ^ 
Uviendrâ 

Ut. . • V - . .. .i* • > ' . ■ • 

* + «'+/+ A =«?» -h<?? + «? + éy 
ou b + d +f+ h,=z q (a^.^^.V+'é>i ' ' 

d*où il suit ' ^ 

b + d+f^h _ b 

a + c + e+g -— «'^-V '"'''' '■" ''" 

\ 
On énonce ce résultat e» disant que dans une suite de 

rapports égaux , a : b :: c : d •; e : f :: g : h, etc.. 
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la somme d'un nombre quelconque d'antécédens est à Id 
somme d'un pareil nombre de cànséquens, comme 
un antécédent est à son conséquent, 

anG. Lorsqu'on a ces deu^ équations, 

L=A et I^= — 
a c ' ^ € ^ 

on en peut multiplier les premiers membres entr'etrxy 
et les Sieconds entr- eux , et ît viendra ' 

ae ' cg * ' ' 
équation -équivalente à la proportion 

laquelle s'obtiendrait aussi en mukqdiftt^ chaipte teHkit 
de la proportion 

a: b :: e : d, 

par celui qui lui correspond dans la proportion 

Deux proportions multipliées aiiipi terme par tenrie y 
sont dites muttipHëes par ôi^èféXlti produits qui en 
résultent sont, comme on le voit, en proporti99.,;:lç;{ 
nouveaux rapports sont les rapports compo^^j des Rap- 
ports prîtoitifs (-^ri^A. fî23);- ^T- ■ ' 

■ • • • 

Il «tf^sé dé ^ conV^Mif è :qu*6n^ arriveraSt &àl^r 
Aient à une proportion, en divisant deux pro^Olrddn^ 
terme à terme^-^ paf-q[ni/n». ^ -• . \i . ^ 

227. Lorsqu[opi ai ■■ ^ t • ■ ' 



9 



a ç 

cm en peut cxmdbrè que .7 



• I 









f/ji.crij nO 
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ce qui donne 

d*où il suit que les quatre^, les cubes, et en général les 
puissances semblables de quatre quantités en proportion, 
sont aussi en proportion. 

La même chose aurait lieu pour des puissances frac;- 
tionnaires^ puisque 

m m 



K T 


— 9 

m 


etqtie 

• 


> 




— $ 

m 


1 


1 

Vc 


car il en résulte 


• \ '\ .* ■ 




• 

m 


;v^-- 


m 


ou 


1 



m ■ ' fil n 



1^2 \ VI V. v^.c»^,.; 

■ \ - i 

•i £( : & !t c : £{ : c'est-à-dire, que les racines du thème 
degré , de quatre quantités eh prhportion, sont elles- 
mêmes en proportion. , i : . -:; 

Tels sont les prinçipatpc points de' la théorie des pro- 
portions. Cette théorie n*a été inventée que pour dép 
cpuvrir des quantités, en les comparant ^ayec Jautresi. 
On a conservé pendant long-temps les noms latins at- 
tachés aux différens changemens' ou' transformations 
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. que peut subir une proportion : on commence aujôur 
d*bui à n'en plus charger la mémoire de ceux qui étu- 
dient les mathéjnatiques; et tout Téchafaudage des pro- 
portions deviendrait inutile,, si on leur substituait le« 
équations correspondantes , ce qui donnerait, je pense, 
plus d'uniformité aux méthodes, et.plus de netteté aux 
idées. 

aaS. Des proportions aux progressions le passage 
est facile. Ayant conçu , danii J'éq^idifFérence con- 
tinue , trois quantités , dont la dernière surpassait la se- 
conde autant que celle-ci surpassait la première , on a 
bientôt imaginé de considérer un nombre indé&ni de, 
quantités, a, b, c, d, etc., telles que chacune d'elles 
surpassât celle qui la précéda, d'^uië même quantité J^, 
ensorteque . .. .._ _ . ; 

i = a-f.cr,c = i4.Jr,rf=c + <r, ê=:rf + <f, etc. 

L'ensemble de ces quantités s'écrit ainsi ; . ,'i •:,.o 

T a, , b . c , d , e , f,% etc., 

et se nommait progfession ariihïaélique ; mais j'ai cru 
devoir changer ce nom en celui nde progression par 
différences. ÇV oyez AritK, note^u^® 127). 

On peut calculer un terme quelconque de cette pro- 
gression , sans^Jif secoure' des ^in^pié,di«MC|s. En effet , 
si on metpofrf'i sa' valeur 'dans Celle àe c^ il en ré- 
iultera - • . ^ - * > *., •*> • v •• r • n î» 

avec cette dernière on trouvera " "^^S- • v.. .,:.\ 
• ... ■■ ■^'■'.d:^dif^53'\ jpuis;g^Ei^a-f.;5J<r,' " ' '}^ 

et ainsi de 8ùit;éj 4*pù on voit qia'énnfjpigj^py I^e.t;^rj^^^ 
dont le r^g serait' marque par n, on atiçait . , ^ . . ^ „ . > 

- .^ • ... I • ' ' . r.l' < <:.v. Tj . . ' . . .. »jr .^ \.j '.^ - j * > 1- . 

Soit 
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Sôît, par^exemple , la progression 

-: 3.5.7.9. ^^ . i3. i5. 17 , etc.; 
ici le premier terme a bi 3 , .kxiiflFérence ( ou la raison ) 
/ = 2 ; on trouvera pour le huitième terme , 

3+(8— 1)2=17, •' 

ainsi qu*on le conclut en calculant tous çeti^ qui le pré* 
cèdent. 

' m 

La progression que je viens de considérer était 
croissante; en l'écrivant dans un. ordre .inverse , tel que 
celui-ci : 

4 17 . i5 . i3 . 1 1 . 9 . 7 . 5 . 3 . 1 . -I- 1 . — 3 , etc. ,' 

elle serait décroissante. Oh en trouverait encore ua 
terme quelconque au moyen dç la formule a + (li — 1) «T, 
en observant que «Tdoit y être supposé négatif^ puisque 
la différence doit alors se retirancher d'un terme quel- 
conque pour obtenir le suivant. 

229. On parvient aussi trèd-^implément à connaître 
la somme d'un nombre quelconque de tenues de la 
progression par différences. Cette progression étant re-« 
présentée par 

et s désignant la somme de tous ses termes, on aura 
5 = a-f-6 + c ^i^k + L 

t 

En écrivant les termes ^u second membre de cette 
équation, dans un ordre inverse du précédent, on 

aura encore 

• ■ • ••".-' . . ■ .. .>;'■'•. 

Si on ajoute ces équations ,. et qu'on réunisse ihss tienne» 
qui se cbrrespondetit, il. viendra 

klém . d'Jlsèbre. 7* édition • X 
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mais par la nature de la progression , on a ^ en partant 
du premier terme , 

a +l=b, A+J^=c, î+«f= A, ft+<P=/, 

et par conséquent , en partant du dernier , 
l^S'=:k, k — J=i, C'^Sr=Lb^b — f=a: 

m 

Taddition des équations correspondantes fait voirsur-^ 
le--chanip que 

a-f- /=fi-f- fe =c -|. i, etc. , 
et que par conséquent 

d*où il suit^ 

n (^a + l) 

En appliquant cette formule à la progression 
.. , 43.5,7.9. etc. ^ 

oh ii^ûniéfk-'pdtt la sbmme- des liiiit premiers termes , 

lË±iZË=8o. 
a3o. L^é'quàti'oh 

fointe 4' - \ . . 






donne le moyen de trouver deux quelconques des cinq 
quantités a, «T, n, / et 5, lorsqu'on connaît les troîa 
autres; 'f^' nô m'arrêterai pas à traiter - chacuti des 
càs-lpâ^pdi^ftïitse présenter. ; ^ 

fl3i. On a tiré de la proportion ,- la progression par 
qtiQÛertj (X)illa progressiory^çometrî^u^î ) ,. q^i consiste 
dans una^ suite de termes tels^'que le quotient d^ùn 
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terme divisé par rein i^ qui le précède, est le même, 
quelque paît que .soiq:jt pris ces deux termes. Les suites 

-H- a: G :j8 : 54:46/2 : «te.,. 

-^ /|.D »ij, t)« "j, ^, etc«y f.i- ■■ • 

•ont .dès progressions, de 'ce genre ; la quqtiWHt ( au«'Ja 

raison ) e^t SdansTuiie.et 7 da^s rautTe.:JUj^^p^ài^a. 
est croissante , et la seconde décroissante.. Chacune de 
ces progressions forme une "suite dé rappôfts égaux, et 
c'est pour éela qu'on ïés écrit comme ci-^dessus. 

Soient '■ ■ '• ■■ ' •• * 

les termes d'une progression quelconque jpar quoti&ns ir 
en faisant --^z q, j'aurai, par fa' nature de cette pro- 
gression, , ,, 
6 r d. è l 

^ a D c a k 

OU b=aq y c=:bq, d::=icq\ e-=dq'\ . . . l=:kq. 

Mettant succeesiivement la valeur de b àsàti celle de c, 
cette deniière dans celle de d , et ainsi des «autres , il 
viendra * 

b:=aq, c=aq^y d=zq(]^, e-=aq^,, , Jz=iaq^^^, 

en désignant par n iFrang du terme Z, ou le nombre des 
tennç^ que Vibn considère d&ns k progression' proposée. 

A râiide de la formule /=fli^"~*, on peut calculer un 
t«frltaiè qtlël^rïqiie-saii6 passer par tous lesintdnnédiaires. 
Le dixième tetme dfe la pfr^ijgrrtsi'on 

^* fl : 6:i8.:etc. , 

par exemple, est égal 2 X3?=393S6. 

223â. On peut obtenir aussi la somme d'autant de 
tenues qu'pn voudra de la progression 

X 9 
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►::-a:i:c:d, etc. , 

611 ajoutant entr'eUes les équations 

bz=:aqy c=bq, dz=cql ezzzdq, •. ,l=skqi 
car il en résultera 

et en nommant «^la somme cherchée , on aura 

i + c + rf-)-c. . . ,+7 = 5 — a 
a + b + c + d 4-ft = »5 — /, 

â*où Ion conclura 
et par conséquent 

■ 

Dans l'exemple ci-dessus^ on trouverait pour la somme 
des dix premiers termes de la progression 

-H- a: 6:.i8:-etc., 

a33. Les deux équations 

renferment les relations que les cinq quantités a, </, n, l 
et 5 , doiveùt avoir entr'eUes dans k progression par 
quotiens , et feront connaître deux quelconques de cet 
quantités , lorsque les trois autres seront données. 

«234. Si on substitue aq^"^ à la place de l, dansl'ex* 
pression de S^ il viendra 

q-^^i 
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Lorsque (j sera un nombre entier^ la quantité q* sera 
d'autant plus grande, que le nombre n sera plus consi* 
dérable ; et «S sera susceptible de surpasser telle quan- 
tité que Ton voudra , en donnant à n une valeur conve- 
nable , c'est-à-dire^ en prenant un nombre suffisant d* 
termesde la progression proposée. Mais si q est une frac* 

tion représentée par — , on aura 

m 

/ 1 N / 1 \ m«-^ 
al—- — 1) amii— — i) avu'^ * 

1 m — X m— 1 * 

m 

et il est évident qpe plus le nombre n deviendra grand , 

plus le terme ^—j:::; deviendra petit, et plus par con- 

iïïh 

séquent la valeur de S approchera de la quantité ■■ » 
dont eUe ne diffère que de 

a 

donc y plus onprendrade termes dans la progression pro- 
posée y plus leur somme approchera de .Elle pourra 

même en différer demointf que telle petite quantité qa*on 
puisse assigner^ sans jamais lui être rigoureusement égale. 

La quantité—^ , que je désignerai par £», est, 

•omme on voity une limite dont les sommes partiellel 
représentées par S , s'approchent de plus en plus. 

En appliquant ces considérations à la progression 

•n aura 

X5 



^ / 
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d'où 



1 

m 



_ cm 
m — 1 



et plus on prendra de termes dfans la progression ci- 
dessus^ plus leur somme approchera d* être égale à a. 
On trouve en elFet 

1 =1 Z=:Q, — 1 
. . * Tir ï -— X -^ a 



etc. 

L'expression de L peut être considérée comme la 
Bomme dç. {^progression dcçroissante par quotiens , cou* 
tinuée à Vinfini , et c^est ainsi qu'on la présente ordinai- 
rement; mais on ne peut cependant s'en former une idée 
bien nette, qu'eu l'envibageaut sous le point de vue 
il'une limite. 

1235. On peut tirer de l'expi;esëion 

»^ * *i w I P II ■■! ■ mit 

q-i 

tous les termes qui composent la progression dont el!e 
^tsprésente la somme ; car si on effectue la division de 
</* — i.p^r g — 1 (i58) , on trouvera 

re qui donttè 

S:=^a^^aq+arl^ 4-^9*-*. 

La valeur de L remplit le même but , lorsqu'on effec* 
tue la division de m par Z7i -^ 1 , comme il ëuit : 
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H» 



— m+ 1 



m — 1 



m m Tn 






m m* 

-- + - 

etc. • 

On divise d'abord m , comme à l'ordinaire ^ par le pre- 
mier terme du diviseur , ce qui donne pour quotient i ; 
on multiplie ce quotient par le diviseur y et on retranche 
le produit du dividende; on divise ensuite le reste i par 
le premier terme du diviseur; on trouve pour quotient 

— , qu'on multiplie par le diviseur , et on a pour reste — : 

on opère sur ce reste comme sur le précédent. En conti- 
nuant ainsi ^ on apperçoit bientôt la loi que suivent toui 

m 



les quotiens partiels , et l'on voit que l'expression 
est équivalente à la série 

,1,1,1, 
1 + — -f- — r + — « -f-eto.. 

continuée à l'inGni ; mettant pour m sa valeur - , et mul« 

tipliant para, on retrouve 

a-f-a^-f-û(7* + û^' + ©tc. , 
pour la progression dontZ» exprime lalimitt. 
«36* On regarde le développement 

X4 
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comme la valeur de la fraction , toutes les foîi 

m — 1 

qu'il est convergent, c'est-à-dire, que les termes qui le 
composent diminuent en s' éloignant du premier. 

En effet , si on arrête la division précédente successive- 
ment au premier^ au second^ au troisième restei 

on trouve 

les quotiens i | et le» restes i 

,1 I 1 

1 + — 



m 



m m* 



771 

1 

m* 
etc. 



etc. 

les uns n'approchent de la vraie valent qu'autant quc\ 
les autres vont en diminuant j et cette circonstance n'a 
lieu que lorsque tti surpasse l'unité. Dans tous les autres 
cas, on ne peut se permettre de négliger les restes, qui, 
croissant sans cesse> font voir que les quotiens s'éloignent 
de plus en plus de la vraie valeur. 

Pour éclaircir ceci, il suffit de faire successivement 
I7i = fl,77i=:i,77i = j. La première supposition donne 

771 — 1 

et l'on a déjà vu ( 234 ) <pi'en effet la série qui com- 
pose le second membre s'approchait de plus en plus de 2 . 

La seconde supposition conduit à 

" ' =:i=i4-l+l O-i-i-i + i-f-ctC. 

Ce résultat, i+i + i+i+ij^^c- continué à l'infini, 
doime bien une quantité infinie , comme le demande la 
nature de l'expression ~ : cependant si l'on ne tenait pas 
compte des reste« dans cet exemple , on tomberiiit dans 
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ttiue absurdité ; car puisque le diviseur , multiplié par I9 
quotient , doit reproduire le dividende , il faut que 

1 = (1 + 1+1+1+ )o; 

or le second membre s*anéantit rigoureusement : on 
aurait donc 1 = 0. 

La troisième supposition mène à des conséquencel 
non moins absurdes , quand on néglige les restes , et 
qu'on regarde la série résultante comme exprimant 14 
valeur de la fraction dont eUe dérive. En faisant m = î, 
on trouve 

m 

-^=— i = i + fl + 4 + 8+iG + etc. , 



m 



ce qui est bien évidemment faux. 

Ces contradictions disparaissent en obsen^ant que » 
dans le second cas ^ les restes 

111 

1 f ""~> ""^ } "^ > etc., 

sont tous égaux à i , et que puisqu'ils ne diminuent pas, 
il n'est pas permis de les négliger, quelque loin que Y ou. 
pousse la série. £n ajoutant donc Tun de ces restes au 
second membre de Féquation 

i = (i-f 1 + 1 + 1 + 1 + 0-o> 

elle devient .exacte. Dans le troisième cas^ les restes 

111 

forment la progression croissante 1, û , 4, ?, iG , etc., et 

en ajoutant à chaque quotient la fraction qui résulte du 

reste qui l'accompagne , les expressions rigoureuses de 

jn 
— , sont 

fn — i 



S3o 

1 -f- 
1 + 

m ' m* ' m'\jn — i) 
etc. 
qui toutes s'accordent à donner — j, lorsque m =i. 

Si on prenait m == — n , la fraction deviendrait 

^ • m — 1 



i 


L à 


M 


S 


K 


s 


1 












m — 


1 




1 


-+i 




] 






m 


m(m- 


-0 




1 


.^^ ^ 1 ■ ■ 


1 


i-. 




1 
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; la série qui exprime le développement de cette 



n -f- 1 

fraction se changerait en 



1 I 1 ^14. 



n n- TV 

et en y faisant n= i , on aurait 

1 — i-f-i — 1 + 1 — 1 + etc. , 

développement qui devient tantôt i et tantôt o , et qui 
s'é.carte par conséquent^ tantôt par excès ^ tantôt par 

défaut j de la vraie valeur de — ; — , égale dans ce cas 

71 -f- 1 ° 

à \ : mais la série ci-dessus , n'étant point convergente , 
ne peut donner cette vraie valeur j et il faut nécessaire- 
ment tenir compte du reste , à quelque terme que l'on 
«'arrête. 

Si on suppose dans la série précédente 71=2, on aura 

i-i + i-î + n.-et'--- 

«uite dont les sommes partielles 1 , i, J, g » ®*^- ^^^^ ^' 
ternativementplus petites et plus grandes que la vraie va- 
leur de — - — , qui est \ , mais dont elles approchent 
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indéfiniment^ parce que la série proposée est con- 
vergente. 

Quoique les séries divergentes , c'est-à-dire cellei 
dont les termes vont en augmentant, s*écartent sans 
cesse de la vraie valeur de Texpresbion dont elles dé- 
rivent , considérées néanmoins comme développement 
de ces expressions , elles peuvent faire comiaître celles 
de lem-s propriétés qui ne dépendent point de leur 
sommation. * 

aS'j. En poussant quelque di\ision algébrique que csr 
soit, comme j*ôi fait ci-dessus (235), à Tégard de m 
par m — i , on parviendra toujours à exprimer le quo- 
tient par une suite infinie de termes monômes. Les extrac- 
tions des racines , continuées de la même manière sur les 
restes successifs , dans le cas des puissances imparfaites, 
conduiront aussi à des suites infinies*, mais ces suitess'ob- 
tiendront plus facilement par la formule du binom£y ainsi 
que je le ferai voir dans le Complément, où je traiterai 
des suites les plus connues. 

Théorie des quantités exponentielles et des logarithmes, 

a38. Dans toutes les questions résolues jusqu'ici, 
les inconnues n'entraient pour rien dans les exposans ; 
mais il n'en serait pas de même si on voulait déterminer 
le nombre des termes d'une progression parquotiens^ 
dont le premier terme , le dernier et la raison seraient 
donnés. En effet, on aurait pom* cela l'équatio» 

/=a<7»-> (aSi), 

dans laquelle l'inconnue serait n\ et en faisant, pour abré- 
ger, 71 — i-r-jc, il viendrait ^==09'. Les méthodes directes 
exposées précédemment ne sauraient résoudre cette 
«quation j et les quantités telles que x ne peuvent être 
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représentées par aucun des signes dont )*ai déjà fait 
usage. Pour répandre plus de lumière sur ce sujet, je 
rappellerai , d'après Euler , la liaison qui existe entre 
les diverses opérations de l'Algèbre, et comment chacune 
d'elles donne naissance à une nouvelle espèce de quan-^ 
tités. 

qSq, Soient a et & deux quantités qu'on se propose 
d'ajouter ensemble ; on a 

a-f-ftz=:c; 

et si^ de cette équation, on veuttireraou^ , on trouvé 

€{=:c— i, b=rc — a: 

toilà , comme on voit , l'origine de la soustraction ; et 
quand cette dernière opération ne peut s'efFectu^er dans 
l'ordre où elle est indiquée , le résultat devient négatif. 
L'addition répétée d'une même quantité engendre la 
multiplication : a désignant le multiplicateur , Me mul- 
tiplicande^ et c le produit, on a 

d'où on tire 

c j c 

et de là naissent la division et les fractions qui en sontU 
suite , lorsqu'elle ne peut s'effectuer sans reste. 

La multiplication répétée d'une quantité par elle-* 
tnême, produitles puissances de cette quantité ; enesçnr 
mant par b le nombre de fois que a est facteur dans la 
puissance que Ton considère , on a 

a* = c. 

Cette équation diffère essentiellement des précédentes , 
en ce que les quantités aetb n'y entrent pas toutes deux 
de la même manière, d'où il suit qu'on ne peut pas 
-tMOudre l'équation pav rapport à l'une comme par 
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rapporta l'autre. Si c'est a qu on cherche, une simple 
extraction de racine suffit pour le trouver , et cette opé- 
ration donne lieu à une nouvelle espèce de quantités , 
savoir : les irrationnelles.^ mais la détermination de & dé^ 
pend de méthodes particulières que je ferai connaître, 
lorsque j'aurai exposé les principale» propriétés àm 
l'équation a* =:c. 

040. Il est facile de voir qu'en conservant la mêmet 
Taleur pour la lettre a, que je supposerai au-dessus de 
l'unité , et variant convenablement celle de 6, on pourrie 
obtenir pour c tous les nombres possibles. En effet, enfai* 
•ant ir=: G , on a c = iK^puis lorsque 6 croîtra, les valeur» 
correspondantes de c Arpasseront de plus en plus Tunité^^ 
et pourront augmenter autant qu'on voudra. Le contraire 
aura lieu sionprendft négatif; l'équation a^ = c se chan- 
geant en a""* :=c, ou -^= c, les valeurs de c iront 

tans cesse en diminuant, et pourront devenir aussi petite» 
qu'on voudra. On peut donc de la même équation tirer 
tous les nombres positifs possibles , soit entiers , soit frac- 
tionnaires , dans le cas où a surpasse l'unité. Il en serait 
de même , si on avait a •< 1 : seulement , les valeurs de c 
marcheraient en sens inversé du cas précédent ; mais ea 
supposant a = 1 , on trouverait toujours c == 1 , quelque 
valeur qu'on donnât à b : on doit donc , dans tout ce qui 
va suivre, regarder a comme différant essentieUement 
> de l'imité. 

Pour mieuxdésignerquea ne change point, et que les 
deux autres quantités 6et c sont indéterminées, je les ré- 
présenterai par les lettres j:etjr,et.j 'aurai réquationa'==y, 
dans laquelle à chaque valeur de^ répond une valeur de 
X, ensorte que l'une de ces quantités est déterminée par 
l'autre, et réciproquement. 

â4i . Cette génération des nombres par le tnojen deê 
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pui5«ances d'une même quantité , est très-intéressante, 
non-s?ulement par rapport à l'Algèbre , mais encore par 
le secours qu'elle fournit pour abréger les calculs nu- 
mériques. En effet , si on considère un autre nombre /, 
et que l'on désigne par x* la'valeur correspondante de x, 
on aura c^'z=jy\ et par conséquent si on multiplie y 
par y, il viendra 

si on divise, on trouvera 



.*' 



enfin ^. si on prend la puissance m à» y et la racine n 
on aura 

pour Tune , et 



X 



pour l'autre. 

Il suit des deux premiers résultats , que connaissant les 
exposans x et x' relatifs aux nombres j' et y, on trou- 
vera , en prenant leur somme , l'exposant qui répond au 
produit ^y, et en prenant leur différence, celui qui 

répond au quotient?^. Les deux dernières équations 

font voir que l'exposant relatif à la puissance m""'dejf 
s'obtient par une simple multiplication , et celui qui ré- 
pond â la racine fi'*"', par une simple cjivisioh. 

Il estfaéile de conclure de là ^ que si on avait une table 
dans laquelle, à côté de chacun des nombres^, se trouvas- 
sent les valeurs correspondantes de x , ensorte qu'étant 
donné^, on pût avoir x, et réciproquement, IsLThubipli^ 
cation de deux nombres quelconques se réduirait à une- 
simple additiçn ^ parce qu'au lieu d'opérer sur ce' 
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nombres , on ajouterait les valeurs de x qui s'y rap- 
portent^ et cherchant ensuite dans la table le nombra 
auqiiel répond cette somme , on aurait aussi le produit 
demandé. Le quotient des nombres proposés se trouverait 
dans la même table , vis-à-vis de la différence des valeurs 
de a: qui leur correspondent, et la division s' effectueraU 
alors par une soustraction. 

Ces deux exemples font assez entrevoir l'utilité dont 
peuvent être des tables semblables à celle dont on vient 
de parler ; aussi Tusage en est-il bien répandu depuia. 
Neper , qui les imagina le premier. Les valeurs de x j 
sont désignées sous le nom de logarithmes, et par con- 
séquent les logarithmes sont les exposons des puissances 
auxquelles il faut élever un nombre invariable , pour 
en déduire successivement tous les nombres possibles. 

Ije nombre invariable se nomme base de la table oudw 
système de logarithmes. 

Dans la suite , je représenterai le logarithme de j^, par 
\y\on aura x-=. 1 y, et à cause de j.' = a* , il vien- 
dra ^=a*^. 

34^. Les propriétés des logarithmes ^tant indépen- 
dantes des valeurs particulières du nombre a ou de leuv 
base^ il s'ensuit qu'on peut former une infinité de tables 
différentes , en donnant, à ce nombre toutes les valeurs 
possibles-, autres que l'unité. . Prenant pour exemple 
a-=.iOy on aura^ = (10)*^, et on trouvera sur-le-champ 
que les nombres ^ 

1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, etc. 

qui sont tous des puissances de 10, ont pour logarithmes 
dans cette hjrpothèse , les nombres 

o> 1, fl, 3, 4> 5, etc. 

• On peut déjà vérifier sur cette suite les propriétés que 
j'ai énoncées daoa 1« numéro pr&Êédent : en ajoutant les 
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logarithmes de lo et de looo , qui sont* i et 3 , on voit 
que leur somme 4 correspond au-dessous de iocxxd, qui 
est le produit des nombres proposés. 

243. Les logarithmes des nombres intermédiaires 
entre 1 et 10, 16 et 100, icx) et 1000 , etc. , ne peuvent 
l'obtenir que par approximation. S'il s'agissait , par 
exemple , d'avoir le logarithme de a ^ il faudrait résoudre 
l'équation (10)*== 2 , en y appliquant la méthode don- 
née n** 221 , et trouver d'abord le nombre entier le 
plus approchant de la valeur de x. On voit bientôt 
que X est entre o et 1 , puisque (10)* =1, (10)* = lo ; 

1 — ' 

on fera donc x,= -, et il viendra (10)* = a , ou 

z 

10 = 2*; or z se trouve entre 3 et 4 • on supposera donc 

z^=. 3 -f- -7- , et il en résultera 
z 

I I 1 

10 = 2^*^=2'' X 2*^=8 X a*^> 
1 

ou 2^ = ~ = - 

OU en£n 2 = (^)*'. 

La valeur dei.^ tombant entre 3 et 4> on fera 

Z 

on aura 

I 1 

d'où on tirera 
1 

et aprèsun pétitnombre d'essais , on trouveraque z" est 
entre g et 10. On poutta pousser plus loin de la même 

manière ; 
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Hiàaière; mais comme ]e n'ai indiqué ce procédé qua 
pour montrer la possibilité de trouver les logarithmeg 
de tous les nombres, je me bornerai à supposer a*' = 9; 
«t en remontant , on obtiendra 

Z -9-, » Tîi ^ y3' 

Cette valeur de x., réduite en décimales ^ est exacte jui^ 
^*au quatrième chiffre , car elle donne 

a:= 0,30107; 

et des calculs p^ortes à un plus haut degré de rigueur, 
ont apipris qd*en jjoussant jùsqii* à 7 (décimales , on 
aurait 

X = o,3oio3oo. 

Pour interpréter cette valeur de x comme celle d'un 
exposant, il faut concevoir que si on élève le nombre 10 
à la puissance marquée par le nombre 3oi o3oo , et qu'oA 
cxtraye du résultat une racine du degré 10000000, on 
Aura lin nombre très-approchant de â; c'est-à-dire, que 

'( 10) ^ooo*»»»» = â , à fort peu près : lepremier mem-* 
bre est un peu plus grand que 22 ; mais le nombre 

(10)^*»^""^ serait plus petit (*). 



(*) La méthode indiçpée dani et numërb ne serait pas praticabla 
pour des nombres un peu grands j mais en Toict une autre donùee 
par Long, géomètre anglais, dans les Trans. philosophiques y pour 
Tannée 17349 ^^ ^^> V^^ peut être très-utile. 

La détermination de x dans Téquation (10)'=^ étant 'très-labo- 
rieuse , on peut procéder dans un ordre inverse , se donner a: pour 
obtenir y , et former une table des valeurs de y correspondantes à 
celles de x , qui servira ensuite , coïxuïié en va lé voir , à déterminera 

On prend d'abord pour T des yaleurs depuis 0,1 jusqu^à 0,9 j et tout 
ié réduit h déterminer la valeur de y, qui répond à « ss 0^1 , ouqnx. 

efl (10)^, parce que les autres valeurs de y, savoir: 

Elém. d'Algèbr^i 7* édition, Y 



# 
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244- £n multipliant successivement par siy5,4i etc., 
le logarithme de 2 , on obtient ceux des nombres 4 > ^r 
16^ etc. qui sont les 2% 3% 4% ^^c*> puissances de a. 

En ajoutant au logarithme de 2 les logarithmes de 10» 
de 100, de 1000, etc., on en déduit ceux de 20, de scxd^ 
de 2000 y etc. et il est évident qu'il suffit d'avoir les lo- 
garithmes des nombres premiers pour trouver lefi loga- 
rithmes de tous les nombres composés » qui ne peuvent 
être que de^ puissances ou des produits de nombres pre- 
miers. Le nombre 210, par exemple , étant égal à 

aX3X5X7, 

ion logarithme sera égal à 

et à cànseque 5 = ~ y on aura 

15 = IlO~l2. 

(10;^, (ro)»*,ctc., 

•ont les 9*^ 3*; etc. , ptiîiéàticés de là première. 

L^extriictiôb de la racme qaarrée fait d'abord cotmaître 

(10)* ou (lof^zz 3,t6a2776Bo; 
puis en extrayant la racine cincpième dece i^mUaC , on p&^enl h 

(io)«^= 1^5891541»^ 
Par an procède semblable , on tirera dd 

(io)»"=i,a589a54i» 
la valeur de 

• r r 4, .». 

V (iop=:(io)î'=(io)"»*=i,ià!ioi8454; 

(luîs priant là racine cinquième , on formera 

(lo)^** =1,023292993; 

€t remontant ans puissances 2^, 3^, ... . 9^, on obtiendra lès Talënr» 
de^fy correspondantes à celles de Xy depuis 0^01 jusqu'à o,(]l|^. 

On conçoit facilement que de cette mflnièi^ on formera encore 
iMTaleinsdej/po.Ur celles de a, depui* 0^1 iosqu^ o/»^ depui» 
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34S. Le* logarithmes, qui 'sont toujonrs exi.irimi's 

Cn dédmales', sont Décensairement composés de deux 

parties, savoir, des onités , placées à la gaucbe de la 



>1 joi^'à OlOoog , cl ^u'oi 



imposer If toUc ci-deuon 



^g. Kombte^ r^MHF- 






6,0000(Kn 

5 

I 



IJjotnbrei I^EalurJ 



i,oooû48oS3 



I,ooonM'!>4 

1,00001 S4ai 



T,OOO0O()008 

»,oOO«i46o5 
l^oôoOoaSoa 



1,00161 3 lOO 
1,001363506 
1,601 tSioSS 
1,000011450 
i,ooo&io.5 
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virgule , et des chiffres décimaux qui se tronyent i la 
droite. La première porte le nom de caractéristique ^ 
parce que dans les logarithmes que je considère pour 
le moment, qui résultent de la supposition de a=io. 



Par le moyen de cette table, on tronvera le logarithme d^an^nombie 
quelconque, en le dirisantpar lo, un nombre de foiasnflisant. Pour 
obtenir, par exemple, celai de 3549» ^^ diriserace nombre d^abord 
par (lo)' on iooo,c[ai estlaplns grande pnÎMigiicc de lo qa^ilpuÎMc 
contenir, et on aura 

a549=(io)»Xa,549; 

pnif on cherchera dans la table la puissance de lo , immédiatement 
«n-dessous de 3,549» ^^ trouvera 

(io)Vz=a,5ii886432, 

et divisant a,549 V^ ^^ dernier nombre , il viendra 

2,549=(io)»,* X 1,014775177. 

Cherchant encore dans la table la puissance de i o y immédiatement as- 
dessous de 19014775177, on trouvera 

(io)V** = i>oï39ii386 ; 

puis divisapt par ce sombre le quotient précédent i)Oi4775i77, on 
aura un 3^ quotient i,oooS5i74)* 

On continuera d'opérer ainsi jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un quo- 
tient qui ne diffère de l'unité que dans l'ordre de décimales qu'on se 
propose de négliger. 

En regardant ici le troisième comme égal à l'unité , le nombre 
proposé sera décomposé en facteurs , qui seront des puissances de iq. 
oar on aura 

a549= (io)3 X (io)o,* (10)0,006 = (10) 5,4#6^ 

d'oii on voit que 3,4o6 est le logarithme du nombre 3549* ^ poussant 
les divisions jusqu'au nombre de 7 , on trouvera que ce logarithme 
est 3,406369. 

La même table sert encore plus facilement à trouver un nombie 
par son logarithme j en voici un exemple : 

Soit 3,547 le logarithme donné, le nombre cherché sera 

(io)%«*' = (io)» X (io)%* X (io)o,«< X (io)*,«'«7> 

llttra doBc égal am produit des nombres. 
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et qu'on a{^lle logarithmes ordinaires^ cettp p^irtie fait 
connaître dans quel ordre d'unités tombe le nombre dont 
on a le logarithme. Tous les logarithmes des nombres 
compris entre i.et lO^ tombant entre o et i ^ ont néces- 
sairement o povr caractéristique; tous ceux des nombres 
compris entre lo et loo, ont i ; tous ceux des nombres 
compris entre loo et 1000, ont s: en général^ laca* 
ractériitique d'un logarithme a autant d'unités que le 
nombre proposé a de chiffres moins un. 

946. Une remarque non moins importante^ c'est 
que les logarithmes des nombres qui sont décuples les 
uns des autres 4 ont I4 même partie décimale : par 
exemple ^ 

543S0 a^our log. 4*7353794 I 

5436 3,7353794 , 

543,6 3,7353794, 

54,36 1,7353794, 

5,436 0,7353794; 

cair chacun de ces nombres étant le quotient de celui 
qui le précède, divisé par 10, le logarithme de Tun 
s'obtient en ôtant une unité à la caractéristique de 
l'autre ( 341 , 343 ). 

347. P'après ce qui a été dit n® 340, les logarithmes 

* -■ I ■ - 

■ 

(lO)' SB 100 

{io)o,« z; 3,162277660 • 
(io)*,«* = 1,09647819^ 

(l0)V*7 ES 1,016248694 

prit dans la tâUe cit^; et on aura par conséquent 

a,S47=l. 352,357. 

M. Doidson a publie en Angleterre, abus le tifre â^afkH'Iogarithmî*'^ 
tftfnofi, une table de même espèce que celle-ci, mais beaucoup plus 
étendue , et dont j)objet est de faire trouver à quel nombre répou4 
mi iogarithrae donné. 

Y 3 
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des nombres firactiQnnaires sont aégati£s dans Thjrpoâièâf 
itctu^Ue ; et ob les déduit facilement de ceux des nom-r 
bres entiers ^ en observant Qu'eue fractipn re{U'é3ente le 
quotient d^ jr^:divisiç>n du mimérateiir par le dénomina- 
teur. Qu^d le nuiaécateiirést moindre que le dénomi- 
nateur , jsQi^ logarithme «st aussi pliïs petit ^e^ui du 
4«^npmin4teiir , «t par çonsé^pii^nt ^ en retr^nc}unt le 
dernier du premier , on a h1;i jif^ste négatif. . . ^ . . 

Pour obtenir le logarithme ^ la Exaction t% par 
«xemple , en retranchera deo^qui'^xprime le logarithme 
de i ^ la fraction o>3oio390'^ qiM jreprésente peludL de a^ 
«t il viendra 

-— o,3oio3^. 

En retranc&ant de o le nombre i,3oit>5oo, qui est le 
Jogarithme de âp/on aura le logat^h&e de^^ ^ égal i 

! • -^ jjSoioSop; ; 

Je logarithme de 3 étant o,477fai3, cekii,dje.|,l!çr^ 

2248. Par la manière dont on les obtiejat , j[e9 k)- 
l^arithme^ dps fractions, abstraction fi^te 3e leur 
signe y appâriîënrierit (a^i) aù''qiwtièht>ae laœvîsion 
du dénominateur par le "numérateur,, et répondent 
par conséquent au • «ombre par lequel il faudrait di- 
iriser Tunité^pôur obtenir W fraètion proposée. En ef- 
fet, 1, pai^'éiôniple^-^p^ût ^e mis sous la ïbrme 

r- et 1|=13 — 12=0,1760913. 

Il serait peu commode., po^ trouver la valeur de la 
fraction à laquelle appaitient un logarkhmeTiéga^-don- 
'ne, de chercher le nombre auquel il' répond lorsqu'il est 
positif, puisqu'il faudrait .effectuer la divii^ion de Tu- 
>Ué par c« nombrep mais si on retranclié de^îôgGr 



rithme de i, a> 3> etc. unités, le reste appartiendra 
au nombre qui exprime la fraction cherchée , lorsqu'on 
la convertit en décimales^ puisque cette soustraction 
répond à la division des nombres 10, 100^ 1000, etc. 
par le nombre du logarithme proposé. 

Soit pour exemple, — û,3oio3oo; si, en nayant 
point égard à son signe , on 6te ce logarithme dt x , 
ou 1,0000000 , le reste 0,6989700 répondant à 5 montre 
que la firaction cherchée est égale à o,5, puisqu'on a 
•upposé Tunité composée de 10 parties. 

Si, lorsqu'on cherche le logarithme d'une 'frac- 
tion , on ■ conçoit tout de suite l'unité formée de 
10, on 100, ou 1000, ou etc. parties, ou, ce. qui 
revient au même, si on augmente la caractéristique 
du logarithme du numérateur d'un nombre d'unités 
sullisant pour qu'on puisse faire la soustraction de 
celui du dénominateur, on aura de cette manière un 
logarithme positif , qui pourra s'employer au lieu de 
celui qu'on a indiqué plus haut. 

AGn de mettre de l'uniformité dans les calculs , on 
•augmente le plus souvent de 10 unités la caractéris- 
tique du logarithme du numérateur. Relativement à 
la firaction ^ , par exemple , on a 

io,3oio3oo — 0,4771213 = 9,8339087. 

n est facile de voir que ce logarithme surpasse de 
10 unités le logarithme négatif —0,1760913, et que 
par conséquent chaque fois qu'on l'ajoutera à d'autres, 
on introduira 10 unités de trop dans le résultat; 
mais la soustraction de ces 10 unités ne doit pas 
compter pour une opération^ et lorsqu'elle sera efFec- 
tuée, on aura effectué en même temps celle de o, 1 7609 1 3. 
En effet, soit N le nombre auquel on ajoute le lo- 
garithme positif 9,8239087, le résultat de ro.pératiou 

sera repr ései%é par 

V ^ 
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iV-f- 10 — 0,1760913; 

et si on en retranche 10, on aura seulement 

ÎV — 0,1760913. • 

D'après ce qui précède , on change la soustraction 
en addition , en employant , au lieu du nombre à sous- 
traire , son complément arithmétique, c'est-à-dire ce 
qui reste lorsqu'on retranche ce nombre de l'un det 
nombres 10, 100, 1000, etc., résultat qui s'obtient 
en ôtant de 10 les unités simples du nombre pro-« 
. pose^ et toutes les autres de 9: cela fait, on ajoute 
ce complément au nombre dont il faudrait soustraire 
Je proposé, et on- retranche de la somme une unit» 
de l'ordre sur lequel on a pris le complément. 
"^ I) ' est évident que si le complément est répété plu<* 
fieurs fois, il faudra retrancher, après l'addition , au->- 
tant d'unités de l'ordre sur lequel le complément a été 
pris, qu'il y en a dans son multiplicateur ; et par la 
^éme raison , si on emploie plusieurs complémens ^ 
|1 sera nécessaire de retrancher pour chacun l'unité 
^ur laqu'elle il a été pris, ou autant. d'uoités qu'il 7 
fi de complémens , si tous sont pris sur Ime même 
•unité. 

Quelquefois cette soustraction ne peut s'effectuer; 
^e résultat est alors le Complément Arithmétique du 
'îogarithnie d'une fraction , et il répond dans les tables à 
l'expression de cette fraction convertie en décimales. 
''Quand il reste encore 1 o unités à ôter de la caractéris- 
tique, ce qui est le cas le plus ordinaire , c'est comme si on 
îavait multiplié par loopooooooo le numérateur de lafrac- 
lion cherchée pour eneffectuer la division par le dénomi- 
nateur; la caractéristique du logarithme du quotient fait 
(Bonn^tre quel est l'ordre le plus élevé des unités que 
Veiiferme ce quotient > parrapport à celles du dividende. 
• B-(tf>ip>^23qQ87^ la raractéri»tique ^«lontr^ quelt 



iqirotient doit avoir un chiffre de moins que le nombre 
par lequel on a multiplié l'unité, et par Anséquent sî^ 
pour ramener le quotient à sa vraie valeur , on sépare 
31 o chiffres décimaux , son premier chiffre significatif vert 
}a gauche sera des dixièmes ; on ne trouverait que des 
centièmes^ des millièmes , etc. pour les nombres dont les 
complément arithmétiques auraient les caractéristiques 
8,7^ etc. 

a^^. Ce qu'on vient de lire surle système de logarithmes 
dans lequel a= lo, renferme les principes généraux né^ 
cessaires pour l'intelligence des tables , qui sont presque 
toutes précédées d'une instruction relative à leur dispo-* 
jsition p^iculière et à la manière de s'en servir , et à 
laquelle je renvoie les lecteurs. Je leur indiquerai 
cependant les tables de Callet (édition stéréotjrpe ) , 
et celles de Borda ^ comme étant très-étendues ettrès^ 
commodes. 

û5o. Quand on a le logarithme d'un nombre y ^ 
pour une valeur particulière de a, ou pour une basé 
particulière , il est facile d'obtenir le logarithme do 
même nombre dans tout autre système. En effet, si on a 
fl*=^, pour une autre base^, on aura A* =jr , X étant 
différent de x ; on tirera de là ^* = a*. En prenant lef 
logarithmes relativement au système dont la base est a, 
il viendra 

or 1 a'=x par l'hypothèse, et\A' = Xlji (241 )t 

donc XI j4z=:x^ ou X = t-5 Î niais en considérant A 

\A 

comme base , X sera le logarithme de ^, dans le système 

relatif à cette base : si donc on désigne ce dernier par LyîJ 

pour le distinguer de l'autre, on aura 
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et on trouvera le logarithme de y dans le second sys- 
tème, en dmsant son logarithme pris dans le premier 
par le logarithme de la bme du second système. 

L'équation précédente donne aussi =^ = I^; ce qni 

fait voir cjue, quel que soit le nombre y^ il existe 
entre les logarithmes ly et Ly, un rapport invariable 
représenté par 1 A. 

sSi. Dansquelques3rstèmequëcesoit^ le logarithme 
de 1 est toujours o ^ puisque^ quel que soit a , on a tou- 
jours a** = 1 . Les logarithmes étant susceptibles de s'ac- 
croître indéfinim*ent , on dit qu'ils deviennent infinis en 
même temps que les nombres ; et comme lorsque^ est un 

nombre fractionnaire^ on ajr=— =0""*, onvoitque 

plus y diminue y plus x doit- augmenter négativement 
mais que cependant on ne peut jamais assigner pour x 
un nombre qui rende^ exactement nul. Tel est le sens 
dans lequel il £aut entendre que le logarithme de zéro 
est égal à l'infini négatif, ainû qu'on le trouve dans 
beaucoup de taUes. 

a552. Je vais donner maintenant quelques exemples de 
l'usage qu'on peut faire des logarithmes dans l'évalua- 
tion numérique des formules. Il suit du numéro 24^ ^^ 
de la définition des logarithmes ^ qui donne l'équation 

lA'^zizimlA, l^«=i \A. 

n 

En appliquant dk règles à la formule 

A'' \/b^—C* 



1 
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qui estasses compliquée > ou trouyera 

/Bt par conséquent 

C {/jLfiEF ) 

Si on prenait les complémensarithmétiyies del C, J 1 P, 
-Vl^, T 1 F> et qu on les désignât par C, îy^^Ef, F', au 
lieu du résultat précèdent, on aurait 

en observant â'ôter de la sonime autant d'unités de 
Tordre sur lequel "on 'ft^ris les ièâ«»piéaieiti,!qu'il 7 a de 
ces complémens, c'est-«à-direj 4*'Lor9qu'on sera parvenu 
lau logarithme de la fonnule proposée, les tables feront 

' ëonAWtréle nbmbleanquel apparent: Ce iogarithme* 

'•fitJ^tiiëstîayaleiir cheitAée. 

253i L'usage le plus fréquent des logarithmes est 
tictUhlu'oii euttaitpeul' tiouverle quatrième terme^'une 
;i]jpc^jportixiQ;^fl'iCstvMUe que si a : & ;: cC dyon aura 

' -c'est'-à-^lire , fpk^^Ieio'gai^Uhme du quatrième ienne cher^ 
ché est égal à iasomme-desiogçifitkmefi des deux nuiyens 
diminuée du logarithme de l* extrême connu , ou bien à 
la somme des logarithmes des moyens plus au complet 
Trient arithmétique du logarithme de l'extrême connu. 

aS4f Si Ton prendles logoiithmes de chaque membre 
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de réquation * = -^ qui exprime le caractère de h 
proportion^ on aura 

16 — la = lJ— le (262); 
d'où'il résulte que les quatre logarithmes» 

lo. 16:1c. l'd 
forment une équidifférence (223). 
La suite d* équations 

b c d e r »y K 

Conduit de même à 

lô— lar=:lc — lô=lrf— lc=l6— Id, etc^ 
«t on en conclut qu'à la progression par cpotiena 

•TraZ6:c:a:c, etc., 

correspond la progression par différences 

^la.l&.lc.U.le, etc. * 

. et que par conséquent les logarithmes des nombres en 
fjrogression par quotiens, sont en progression par diffë^ 
rences, 

255. Si on avait Téquation 6* = c , on la résoudrait 
facilement au moyen des logarithiûes; cari h^ étant^gal à 

%\ 6 , on aurait 2 1 6 =1 c , et par conséquent z =r r-?. 

L'équation 6« =:rf se traiterait de la même manière; em 
faisant d'abord c* = u ^ il viendrait 

b^czid^ u\bt=:\d, iirsr-y, ou c*=r^; 

^rtnant de nouveau les lo^arithniès , on trouverait 
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Dans cette dernière expression , 1 1 & désigne le logarithme 
du logarithme de 6 , et s'obtient en considérant ce loga- 
rithme comme un nombre. Les quantités &*, }f ^ettoutet 
celles qui en dérivent, se nomment exponentielles. 

Questions relatives à l'intérêt de l'argent. 

fi56. La théorie des progressions par quotiens et celle 
des logarithmes^ trouvent leur application dans les spécu- 
lationsrelatives à l'intérêt de l'argent. Pour entendre ce 
que je vais dire sur ce sujet, il faut savoir que les 
avantages que procure une somme d'argent à celui qui 
la fait valoir, c'est-ànlire qui l'emploie, soit aux échanges 
du commerce , soit à faire exécuter des travaux pro- 
'ductifs, sont d'autant plus grands, qu'il peut renouveler 
plus de fois ces échanges, ou multiplier ces travaux. Il 
suit de là qu'un homijie qui emprunte une somme d'ar. 
gentpour la faire valoir, doit, en rendant cette somme 
au bout d'un certain temps , j joindre une rétribution 
pour dédommager le prêteur des avantages qu elle lui 
eût procurés s'il l'avait employée lui-même. Telle est 
l'idée qu'on doit se faire de l'intérêt de l'argent. Pour le 
déterminer, on compare toutes les sommes à celle de 
100 fr. prise pour unité, et on convient de ce que doit 
rapporter cette dernière au bout d'un temps donné , 
d'une année, par exemple. Ce n'est pas ici le Heu d'ex- 
poser les considérations qui, dans chaque genre de spé- 
culations , font hausser et baisser l'intérêt de l'argent \ 
elles ne peuvent entrer que dans des élémens d'arithmé- 
tique politique et commerciale , qui doivent être précé- 
dés de ceux du calcul des probabilités; et mon objet , 
dans ce qui suit, n'est que de résoudre quelques-uns des 
problèmes qu'offrent le» progression» par quotiens. 
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Je supposerai, en général^ que l'on soit conréniC 
de donner au bout d'un an , pour la somme i , un in- 
térêt désigné par r, r étant une fraction; il est évi- 
dent que l'intérêt d'une somme loo, pendant )e même 
temps ^ sera loo r^ que celui d'une somme quel€x>ni{ue a g 
tera exprimé par ar; et si on désigne ce dernier par « , 
on aura 

Par cette relation , il est facile de trcmvefrrintérêtpoiiriinflf 
somme quelconque^ lorsqu'on a celui que donne loo fr. 
ou même toute autre somme pendant un temps connue 
^cette question s'appelle calcul, d'intérêt simple. 

a57. Mais si le préteur ^ au lieu d& retirée çb^qme 
aimée l'intérêt du capit^ qu'U 4 avancé, le lai^ entre 
les pHun^de l'empruateur, pouri&fajire valoir conjoin- 
tement avec, la somme primifiYf ^ pendant l'aunée s^ji^ 
vante ^ au bout d^ cette ai^fiée )e capital aura acquis \^^ 
valeur qu'on trouvera ainsi : la capital primitif étant ç^t 
augmenté de l'intérêt ar, \l deviendra^ au bo^t 4f U 
première année ^ 

a-f-ar=a(i +'*)• 
Si maintenant on fait 

a(i+r)=r<2f, 

l'intérêt de 1^ somme a' pour un an étant cfr^ celui 
de la somme a (1 +r) , sera, pour une seconde année^ 
ar(i -|-r); et de même qu'au bout de la première ^- 
née, le capitale, augmenté de l'intérêt qu'il devait re- 
porter, est devenu a (i + O > ^^ capital a deviendi;a, 
à la Su 4^ la seconde année , 

§i le prêteur ne retire point encore le capital a" à la 
fin dç cettç «^inée ^ et qu'il le lai3se pendant un/e troi^ 
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«ième année ^ au bout de celle-ci^ il lui sera dû ; d'aprè* 
ce qui précède, . 

c"(i + r) = a(i+r)3 = a*. 

On voit sans peine qu'après la quatrième année , (f se- 
rait changé en ^ 

et ainsi de suite; et quepar conséquent la somme prêtée 
d*abord et les sommes à rendre à la fin de la première , 
de la seconde, de la troisième, de la quatrième , etc. , 
ann^e^ forment cette progression par quotiens : 

-H.a:a(i+r):a(i+r)»:a(i+r)3:a(i+r)4: etc., 
dont le quotient est i+r,,et le terme général 

le nombre^n marquant cehii des années écoulées depuis 
Tinstant du prêt. ^ 

Soit , par exemple , le taux d'intérêt à 5 pour loo, 
c'est-à-dire- que pour loo francs prêtés pendant un an , 
on doit rendre io5 &ancs : on a donc 

ioor=5, ou r=ï:j5-=î^, et i +r = î|. 

Si Ton voulait savoir ce que devient la somme a, aban- 
donnée, ainsi qu'on vient de le dire, pendant aS années, 
on aurait alors 



»=a5, et «(0 



au lien de la somme primitive. La &5^ poiasance de H, 
s'évalue promptement par le moyen des logaridimes , 
puisqu'on a (aSs) 

— j =z=fl5lH3infl5 (IflX — lao) = o,5fl973fla, 
ce qui donne 



_• 
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^— y = 3,38G environ , A = 3,386 d j 

et on voit par là qne looô fr^uics prêtés de cette itianièrtf 

vaudraient 3386 francs au bout de a5 années, en 7 

Comprenant les intérêts, etc. 

m 
Si le placement durait .100 ans, on troufetait 



-*=« o = ■' 






ertviton; ainsi 1 000 francs produiraient, après Cet es* 
pace de temps, une somme de i3iooo francs enyirom 
Ces exemples montrent avec quelle rapidité les fonds 
s'augmentent par Taccunlulation des intérêts composés. 

û58. L*équâtion 

donne lieu à quatre questions : la première , . connais* 
sant a, r et n, trouver A y se présente tolites les fois 
qu'on cherche ce que devient le capital après unnombrt 
n d'années ; je viens d'en donner un exemple. 

La seconde. Connaissant a, A et n, trouver r, con- 
duit au taux d'intérêt par le moyen de la somme pri- 
mitive, de celle qui a été remboursée, et du temps qu'a 
duré le plaoement; ojï a dans ce cas 



i+r 



n 



La troisième, connaissant A^ ret n, ttouyera, et 
dans laïquelle il vient 



a: 



a potu: objet de déterminer le capital qu'il faut placer 

pôtur 
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pour avoir droite après un nombre n d'années^ à une 
somme ji. 

La quatrième y connaissant j4, a et r, trouver n, na 
peut se résoudre que p^r le's logarithmes (a38 , aS^^). 
En prenant celui de chaque membre de Téquatioii 
proposée^ il tient 

d'où 



n 



Par cette dernière , on trouve dans combien d'années 
le capital a doit avoir produit une somme A. 

Pour eh donner un exemple^ je suppose qu'on de-^ 
mande le temps qu'il faut pour que la somme primitive 
soit doublée^ le taux de l'intérêt étant toujours à 5 p. $} 
on aura 

Jrziaa, \A=\a+l2, 

et par conséquent 

w:,^^®-^ J^ ^ o,Soio3ôo , 

Ig hfli— lao 0,0211893 ^ 

«nviroii. 

S59. Ija question suivante est une des plus compli'- 
quées qu'on propose ordinairement sur ce sujet. Ou 
fiuppose que le prêteur place chaque année une nouvelle 
somme qu'il joint au capital de cette année , et celapen-« 
dant un nombre n d'années ; on demande quel est , au 
bout de la dernière, le montant de toutes ces sommes 
accumulées avec llfeùrs intérêts composés. Soient a, A, 
c, J, . . . -ft, les sommes placées, la première, la seconde» 
la troisième, la quatrième , etc., année; la somme a de^ 
meurant enfire les mains de Temprunteur pendant un 
nombre n d'années , deviendra 

Elém^ d'Algèbre. 7* éditioik 2 



f 
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a(i+r)«; 

]a somme b, qui n'y reste que n — i années ^ se cham-^ 
géra en 

la somme c, prêtée pendant n — a années seulement; 
deviendra 

et ainsi des autres*, enfin la dernière, k, qui n'est em-« 
ployée que pendant un an , ne donne que 

On aura donc 
^=a(i+r)«+i(i+r)»->+c(i+r)"-*. . . .+fe(i+r); 

En calculant chaque terme du second membre séparé- 
ment^ on aura la valeur de j4. 

L'opération se simplifie beaucoup lorsque 

car dans ce cas on a 

le second membre de cette équation forme une progres- 
sion par quotiens^ dont le premier terme est a (i+r) , 
le dernier a (i +r)", et le quotient i + r, et dont la 
somme est par conséquent 

OU aura donc alors 

r * ^ 

Cette équation présente aussi quatre questions corres- 
pondantes à celles que j'ai énoncées sur Téquation 
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sGo. Les placemens qu'on nomme annnités sont in-r/ 
▼ex:8e8 du précédent : c'est l'emprunteur qui s'acquitte 
d'un capital avec ses intérêts , en divers paiemens faits à 
des termes également éloigi\és. Lçs paiemens effectaéf* 
par l'emprunteur avant lafin dû remboursement ^ peu- 
vent être considérés comme de^ avances faites au prêteur 
sur 
temps 
Ainsi, 

paîemîent qm à'Iienit— ^ i aîmites^ dfvant l'eicpirâtî 
dernier terme '^ rapporté à cette époque; vaut hêèessâi-'. 
remfÉtlt ta^f 1 -|-r^»^» ; le second, rapporté à "là. irtêtiié' 
époque , ne , îf aut , que ar.( i Hr^Y^^ ; . le troâsiènâiè , 
^(^^ +'')*"^> et ainsi des autres jusqu'au dernier, qui 
n'a que la vdeur a. Maitf tf un auttt» côté ) Ja somme 
prêtée étant représentée par A, vaudra entre les mains' 
de l'emprunteur, a^rts *'^i»îtées-,^'<ja^tal A^l^^ry,^ 
qui devra être égàl^à^ to^t^È]hs avances réunies que le 
prêteur a reçlies "dé Ipi , on aurtrtfiÊfc f" ^ ' ^ 

ou, en calculant la sofifi^ ^'}%j>rogression que ferme 
le second membre , * ■ ^T-*-~0 ^^ '^ 

iqfiiààm AJQil Mutuelle ^lï ^u%^rêlMfr6^ ^erbativèment • 
pour inconnue la quantité ^^^4qii9^3appè'Merâilè|pî^'de' 
l'annuité, p^ce.qu^ f^^9ib \îà-sqmi^%jjuelle représente, 
la quantité a, qui est la quotité derf ànupité ,, la quantité 
r, qui est le taux de 1 intérêt^ et ennnTa quantité -n, qui 
exprime la, ^ÊSS^ He l' ani^Stf .T j Four tr^uV erç^ette der- 
nière , il faui^&dfÇssairemenV TeéiââA7«Aix logarithmes > 
<m 4 yiMlg iài^'^4 < ^ rh n>"y q§.;att^«lJQgne ; : . . . ., in 

Z » 



et en Jiiteiuaitks logarithmes^ il vient '; ^^^ .T 
jfcl(i4.r)q=la— l(a— ^0^ ; '^ 

sGl.. ]Potir' montrer Fosage des fônpùles/cÎHdéssiis. 
)é les aj^pu^erai a la qiièjstion niiv^ante ! 

Dane cet eacemprëj, ont xoqtajditlei^ quantités^ ^ " -^^ 



V 



» . » ur 



■:';c;r.i., 



. , . ' < •- ^ ■ 

F" c 

iÈuA résolue pàrrapîpb^ ^là' kttrê a , 'diuair ' v r 



n faut mettre j^is cétt tf g^jppefèd guJeSiv^em des lettres 
A^ r et n, et pour plue de facilité , calculer d'abord^ au 

ii^j^m 4ç«.lf^tjbiN« >. 14l q^9^â (i!}HhiràA §géT^\ 

^iumoi^noècéttieweqr^il.yien^ ' \ . 

et en évaluant la^ dèriiièi'ë expressibîi i'àeilH^fltMhè»- 
ment y soit par les logarithmes , on trouvera 



H &iida4(ineiiii»aiuaiîÉé dè.ii^^àS^poarétsBbidrten 
i;3^aii8 le cuqpital* »oo, le Uuob anoMel d'ktérôt étante 

s6a. De pkis grands détails sur cÛ!^pi^QnA ^i»^ 
seraient les bornes que je me suis prescrites^ j^observerai 
seulement que^ pour comparer la valeur de plusieurs 
•onunes^ par rapport à celui qui doit les payer ou les re-> 
ceyoir, il faut lesréduireàla même époque, c*est«4-dire^ 
diercher ce qu'elles donmpMÎei{t de capital à une mémo 
époque. Un banquier , par exemple, doit ime somme a , 
pajrable dans n années ; pour s'acquitter , il donne un 
effet dont la valeur est représentée par &, et doit se 
payer dans p années ; en rapportant la première sonmie 
4m moment où il effectue son opération , elle ne vaut que 

y— r— r^, parce qu'elle doit être considérée comme la 

valeur primitive d*un capital devenu a, après n années4 
la somme b ne vaut^ parla même raison, à cette époque 

^c 7 — ; — %î • 1« différence 



marquera donc , suivant qu'elle sera positive ou né« 
gative, ce que doit donner ou recevoir le banquier en 
retour de son échange ; et si ce retour ne pouvait se payer 
que dans un nombre q d'années , en désignant par c 14 
valeur an moment de l'opération , il deviendrait 

tnsorte qu'il serait équivalent i 
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Les sommes a, b...^.kf dans le u® f^g ; oÈt tonfei 
été rédnites à Tépoqne où devait se payer la sommée^ , 
et dans le numéro a6o^ chacnn des paiemeps/ ainsi 
que la somme ^ ^ a été rapporté i l'époquç où devait s«r 
terminer ramaiiiité. 
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Note indiquée sur la page i lo. 
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Airt les not 66 et 75 > j*ai interprëtë lef solations niff^h/g^ J 
par Texamen de rdqaation qu'elles ye'rifient immëdiatement , ainsi 
qœ jVn avais usé plus haut j et ce moyen me parait toujours exact»' 
parce qu'il s'agit seulement de montrer que ces solutions ont ui^ 
sens raisonnable, puisqu'elles résolrei^t des questions analogues à la[ 
proposa l mais il j a souvent plusieurs manières de former ces ques- 
tions} et la suivante, que m'a communiquée M. Français, géo-^ 
mètre distingue, professeur à l'Ecole d'Artillerie de La Fère, m'» 
KuâAé plus simple que celle qu'on trouve dans ces Elémens. 

« Il pense qu'on doit ëcarter de l'énoncé de la question ât^ 
» no (5, l'idée du départ des couriers, pour les supposer en routo 
a> depuis un temps indéfini, et qu'en conséquence il faudrait 1» 
» poser ainsi : Deux couriers suivent la même route dans le méma 
3) sens, C^ABC (page 99}; après gu^ils ont couru chacun. um 
» temps quelconque yl'un se trouve. en A.à Pinstant oU Vautra 
)> est en B ; on connaît leur vitesse et la distance AB ; on de* 
9 mande en quel point de la route ils se rencontreront ? » 

Cet énoncé conduit à la même équation que celui du n*^ 65 1 
mais « dès qu'on établit la continuité du mouvement , la solutioiv 
» négative s'explique sans qu'il soit nécessaire de changer la direc- 
D tion de l'un des couriers. En effet, pubque leur mouvement* n'm 
» point conmiencé aux points A et B, mais que40Qs deux, avan^ 
» l'instant oii on les suppose parvenus à ces points , s'étaient déjà. 
D mus de la même manière' pendant un temps indéfini , eu allam 
» de C vers B , il est facile de concevoir que le courier qui da- 
1) vance à ce point celui qui est alors en A , lequel va moins vtte^ 
» a dû , à une certaine époque , se trouver en arrière de celai-ci g 
» et le rencontrer avant son arrivée au point u4. Le signe — indique 
i> alors ( comme dans l'application de l'Algèbire à la Géométrie ) 

V qu'il faut prendre la distance ^/T dans le sens opposé à la dis . 
i> tance u4Jt qu'on a regardée comme positive. Le changement & 

V faire dans l'énoncé, pour que la solution négative devienne po- 
» sitive, se réduit à établir que les couriers ont dû se rencontrer 
A avant d'arriver au point ^, au lien de le faire après. » 
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En eSet> ^and on place le point Hf entre A et O^ au lien de 
le mettre entre ^ et ^, on trouve ^J? s jBif — AR '^ d^oii il 
résulte réquationj^-T* Jrt=ay an Heu de x-^jr=ra qu^on avait 
obtenue d^abord \ et U n'est pas besoin de changer le signe de c , la 

seconde ëquation demeurant 7=- 

'OC 

M* Français applique, non moins heurcosementi ces ttoniidâra- 
lions , au cas du n^ "fi , en remplaçant les couriers par des mobiles 
•oumia à un mouYcment continu et commence' depui» un tem|)i 
iùd^Qm. Il ^bonoè «imi le problème : « Deuae mobiles se meurent 
à urtifofmément Eut la même droUo CB (pag. 109) , Pun éUina 
é 'ia miifetiàH BC , Vautre dans la direction CB, at*ec des vitesses 
p âtntMts ; tehd iqui se meut du^if te prefkier ^ens , se trouve 
]l en B 9 ttfi fUh/nhre connu d'heufifs -avant que l'autre ne soit 
û parvenu eh A : on demande en quel point de la droite ind^ 
» tàe tSC ilêlfhit leiir rencontre ? 

» La «oloiM jr = <*- 4^" vent dire^ que les deux mobik» s«f 
f font rencontra au point R, ayant que celui -qui Tient de Cvers B^ 
p tftt arrivé tu point A, et que le secôhâ , ^ Va de Jf ver» C , te lût 
» au point & bti il se trotfvè quand l'antre «it an point A^ » 

La i wi Mt io n aa iig nê's eu pe4nt R se vérifie en obtetrant qpî^ en 
Misnks AC^=»B€^AB^±od^*^ , au lieu de «-f>o«f qu'on avait 

obtenu Sabord (1^^. 108) , et par coUséquent •» = -^ ' ^' » 

équatîdb qui donne x s= 4^. 

1>tf ceitt Inàmère > il n'j a aucun renversement II fiûre an aena 
dm Uawdneiic : à la vérité les circonstances matérielles du problème 
«•BC ckingées } «l , eeimne je liai dh plus haut, cela piouve qu'il 
•ikisie pl usi sn r s qufetiioBa pL^ysiques correspondantes aux mêmes 
iulations lÉtot^iémattqnes t mai» les énoncés ci-dessus ont l'avantags 
4s as pas Messer la loi de continuité « et se rapprochent ainsi ds 
|a ^aba s i dérà l isu ètt lignes » qui point de la manière la plus siifipUi 
si la plus fénéralc) 4es circonstances du changement de signes dos 
gtitidsÉM. CVOfSB le Traité élémentaire de Trigonoméêrie e$ 
A^mtKpUeéÊiomSelAlgè^kU Géométrie.} 
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